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1 Rahmenbedingungen der fachlichen Arbeit

Mit seiner Uber einhundertjahrige Geschichte ist das Stadtische Gymnasium Pe-
tershagen eines der schilerstarksten Gymnasien des Kreises Minden-Lubbecke. Im Schul-
jahr 2026/27 wird es in der Sekundarstufe | von 740 Schiilerinnen und Schilern und in der
Sekundarstufe Il von 200 Schilerinnen und Schiilern besucht. In der EinfiUhrungsphase
der Sekundarstufe Il wurden in den letzten Jahren regelmé&fig ca. 15 — 20 Schulerin-
nen und Schiler neu aufgenommen, Uberwiegend aus der Sekundarschule der Stadt Pe-
tershagen. Der Unterricht findet im 45-Minuten-Takt statt, die Kursblockung sieht fir Grund-
kurse eine, fur Leistungskurse zwei Doppelstunden vor. Den im Schulprogramm ausgewie-
senen Zielen, Schilerinnen und Schiler ihren Begabungen und Neigungen entspre-
chend individuell zu féordern und ihnen Orientierung fir ihren weiteren Lebensweg zu
bieten, fuhlt sich auch die Fachgruppe Mathematik verpflichtet.

Durch ein fachliches Foérderprogramm, begleitet durch regelmafige Sprechstunden der
Lehrkrafte und dort getroffene Lernvereinbarungen, werden Schilerinnen und Schiler mit
Ubergangs- und Lernschwierigkeiten unterstiitzt. Schiilerinnen und Schiiler aller Klas-
sen — und Jahrgangsstufen werden zur Teilnahme an Wettbewerben im Fach Mathematik
angehalten und, wo dies erforderlich ist, begleitet.

Fur den Fachunterricht aller Stufen besteht Konsens dariiber, dass wo immer mdglich mathe-
matische Fachinhalte mit Lebensweltbezug vermittelt werden. Besonders eng ist die Zusam-
menarbeit mit der Fachgruppe Physik, da fast alle Physiklehrkrafte auch Mathematiklehr-
krafte sind. In der Sekundarstufe Il kann darauf aufgebaut werden, dass die Verwendung
von Kontexten im Mathematikunterricht bekannt ist.

In der Sekundarstufe | wird ein wissenschaftlicher Taschenrechner ab Klasse 8 ver-
wendet sowie das schulisch eingefihrte I-Pad mit der Méglichkeit dynamische Geo-
metrie-Software und Tabellenkalkulation an geeigneten Stellen im Unterricht zu nutzen, der
Umgang damit wird regelmaRlig an geeigneten Themenfeldern eingelibt. Dazu stehen in der
Schule drei PC-Unterrichtsrdume zur Verfligung. In der Sekundarstufe Il kann deshalb davon
ausgegangen werden, dass die Schulerinnen und Schiler mit den grundlegenden Mdg-
lichkeiten dieser digitalen Werkzeuge vertraut sind.



2 Entscheidungen zum Unterricht

Die Darstellung der Unterrichtsvorhaben im schulinternen Lehrplan besitzt den An-
spruch, samtliche im Kernlehrplan angefiihrten Kompetenzen abzudecken. Dies ent-
spricht der Verpflichtung jeder Lehrkraft, Schilerinnen und Schilern Lerngele-
genheiten zu erméglichen, so dass alle Kompetenzerwartungen des Kernlehrplans
von ihnen erfillt werden kdnnen.

Die entsprechende Umsetzung erfolgt auf zwei Ebenen: der Ubersichts- und der Kon-
kretisierungs-ebene.

Im ,Ubersichtsraster Unterrichtsvorhaben® (Kapitel 2.1.1) wird die Verteilung der Unter-
richtsvorhaben dargestellt. Sie ist laut Beschluss der Fachkonferenz verbindlich fir die Un-
terrichtsvorhaben I, Il und Ill der Einfihrungsphase und fur die Unterrichtpha-
sen der Qualifikationsphase, die zeitliche Abfolge der Unterrichtsvorhaben IV
bis VIII der EinfiUhrungsphase ist jeweils auf die Vorgaben zur Vergleichsklausur abzustimmen.

Das Ubersichtsraster dient dazu, den Kolleginnen und Kollegen einen schnellen Uber-
blick Uber die Zuordnung der Unterrichtsvorhaben zu der einzelnen Jahrgangs-
stufen sowie den im Kernlehrplan genannten Kompetenzen, Inhaltsfeldern und inhaltlichen
Schwerpunkten zu verschaffen. Um Klarheit fur die Lehrkrafte herzustellen und die
Ubersichtlichkeit zu gewahrleisten, werden in der Kategorie ,Kompetenzen“ an dieser
Stelle nur die Ubergeordneten Kompetenzerwartungen ausgewiesen, wahrend die konkre-
tisierten Kompetenzerwartungen erst auf der Ebene konkretisierter Unterrichtsvorhaben
Berucksichtigung finden. Der ausgewiesene Zeitbedarf versteht sich als grobe Orientie-
rungsgrofle, die nach Bedarf Gber- oder unterschritten werden kann. Um Spielraum fir Ver-
tiefungen, individuelle Férderung, besondere Schiilerinteressen oder aktuelle Themen zu er-
halten, wurden im Rahmen dieses schulinternen Lehrplans ca. 75 Prozent der Bruttounter-
richtszeit verplant.

Wahrend der Fachkonferenzbeschluss zum ,Ubersichtsraster Unterrichtsvorhaben® zur
Gewaéahrleistung vergleichbarer Standards sowie zur Absicherung von Kurs-
wechslern und Lehrkraftwechseln fur alle Mitglieder der Fachkonferenz Bindekraft entfalten
soll, besitzt die Ausweisung ,konkretisierter Unterrichtsvorhaben® (Kapitel 2.1.2) empfeh-
lenden Charakter. Referendarinnen und Referendaren sowie neuen Kolleginnen und Kol-
legen diesen diese vor allem zur standardbezogenen Orientierung in der neuen Schule, aber
auch zur Verdeutlichung von unterrichtsbezogenen fachgruppeninternen Abspra-
chen zu didaktisch-methodischen Zugangen, facherbergreifenden Kooperationen,
Lernmitteln und -orten sowie vorgesehenen Leistungsuber-priufungen, die im Einzelnen auch den
Kapiteln 2.2 bis 2.4 zu entnehmen sind. Begriindete Abweichungen von den vorgeschlagenen Vor-
gehensweisen beziiglich der konkretisierten Unterrichtsvorhaben sind im Rahmen der padagogi-
schen Freiheit der Lehrkrafte jederzeit moglich. Sicherzustellen bleibt allerdings auch hier, dass im
Rahmen der Umsetzung der Unterrichtsvorhaben insgesamt alle prozess- und inhaltsbezogenen



Kompetenzen des Kernlehrplans Berticksichtigung finden. Dies ist durch entsprechende Kommuni-
kation innerhalb der Fachkonferenz zu gewahrleisten.

2.1 Abfolge verbindlicher Unterrichtsvorhaben

- siehe folgende Seite -



Abfolge der Unterrichtsvorhaben

Einfihrungsphase

E-Al: Beschreibung der Eigenschaften von Funktionen

E-A2: Transformationen von Funktionen und Einfluss von Parametern

E-A3: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate

E-A4: Entwicklung und Anwendung von Kriterien und Verfahren zur Untersuchung von Funktionen

E-G1: Unterwegs in 3D — Koordinatisierung des Raumes und Vektoroperationen

E-G2: Vektoren und Geraden — Bewegungen in den Raum

Grundkurs Q1

Leistungskurs Q1

GK-A1: Optimierungsprobleme

LK-A1: Optimierungsprobleme ohne und mit Parame-
tern

GK-A2: Modellieren von Sachsituationen mit
ganzrationalen Funktionen (inklusive LGS)

LK-A2: Modellieren von Sachsituationen mit Funktio-
nen (inklusive LGS)

GK-A3: Von der Anderungsrate zum Bestand

LK-A3: Von der Anderungsrate zum Bestand

GK-A4: Der Hauptsatz der Differential- und Integ-
ralrechnung und seine Anwendungen

LK-A4: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

GK-A5: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen
Exponentialfunktion

LK-A5: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen Ex-
ponentialfunktion

GK-A6: Zusammengesetzte Funktionen und Ab-
leitungsregeln

LK-A6: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen

GK-A7: Modellieren mit zusammengesetzten
Funktionen

LK-A7: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungs-
regein

GK-G1: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt
und seine ersten Anwendungen

LK-A8: Modellieren mit zusammengesetzten Funktio-
nen

LK-G1: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und
seine ersten Anwendungen

LK-G2: Ebenen in Normalenform und ihre Schnittmen-
gen

LK-G3: Parametrisierung von Ebenen

Grundkurs Q2

Leistungskurs Q2

GK-G2: Ebenen in Koordinaten- und Parameter-
form

LK-G4: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten Ob-
jekten

GK-G3: Untersuchungen an geometrischen Kér-
pern

LK-G5: Untersuchungen an geometrischen Kérpern un-
ter Einschluss ihrer Schatten- und Spiegelbilder

GK-S1: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung

LK-G6: Strategieentwicklung bei geometrischen Prob-
lemsituationen

GK-S2: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell
zur Binomialverteilung

LK-S1: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung

GK-S3: Anderungen und Auswirkungen - Untersu-
chung charakteristischer GréRen von Binomialver-
teilungen

LK-S2: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Bi-
nomialverteilung

LK-S3: Parameter und Prognosen — Untersuchung
charakteristischer Grof3en von Binomialverteilungen

LK-S4: Vertrauen und Verlasslichkeit — Schatzen von
Wahrscheinlichkeiten mithilfe von Konfidenzintervallen

LK-S5: Alles normal? — Untersuchung und Anwendung
von stetigen Zufallsgréen




Ubersicht iiber die Unterrichtsvorhaben

EinfUhrungsphase

Unterrichtsvorhaben I: Beschreibung der Eigenschaften von Funktionen (E-Al)
(Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten, ganzrationale Funktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten flir x>+

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) bestimmen die Eigenschaften von Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten und von
ganzrationalen Funktionen,

(2) l6sen Polynomgleichungen, die sich durch einfaches Ausklammern auf lineare oder quad-
ratische Gleichungen zurtckfihren lassen, ohne Hilfsmittel.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler
Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,
Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-
nisses durch,
Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,
Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,
Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéahlen diese situationsge-
recht aus,
Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhdngig von Parametern,
- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,
Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,
Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,
Pro-(10) uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,
Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,
Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,
Arg-(2) unterstitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,
Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berticksichtigung der
logischen Struktur,
Arg-(13) dberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kon-
nen,
Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezoge-
nen Zusammenhéangen,
Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lo-
sungswege,
Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,
Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,
Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,




Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,
Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Die Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten werden mithilfe eines MMS untersucht und
systematisiert (Verlauf, Symmetrie, besondere Punkte, Definitions- und Wertebereich, Verhalten
fir x—x«). Dabei spielen Darstellungswechsel eine besondere Rolle. Unter Berlicksichtigung von
bekannten und neu eingefuhrten Fachbegriffen und logischen Strukturen werden Zusammen-
hange erkundet und erklart. Die Kompetenzen im Bereich der Bildungs- und Fachsprache lassen
sich sprachsensibel weiterentwickeln.

Ausgehend von den Potenzfunktionen werden die ganzrationalen Funktionen definiert und ihre
Eigenschaften untersucht. Mithilfe des Graphen werden schon in diesem Unterrichtsvorhaben Mo-
notonie und (lokale) Extrempunkte fachsprachlich eingefuhrt und anschaulich diskutiert. Im Rah-
men der Nullstellenberechnung werden algebraische Rechentechniken der S| ohne Hilfsmittel wie-
derholt und erweitert. Verschiedene Wege zur Berechnung der Nullstellen werden verglichen und
beurteilt, dabei auftretende Fehler werden analysiert. Auch die Vorteile einer Darstellung mithilfe
von Linearfaktoren und die Bedeutung der Vielfachheit einer Nullstelle werden hier thematisiert.

Ein besonderes Augenmerk muss in diesem Unterrichtsvorhaben auf die Einfiihrung und Wieder-
holung der elementaren Bedienkompetenzen des MMS gerichtet werden, wobei der Fokus auf der
Darstellung von Graphen inklusive Einstellungen sowie auf der Erstellung von Wertetabellen liegt.

Materialhinweis:
- Material ,,EF-A1 Funktionsuntersuchung mit dem MMS“ im Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-

oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben II: Transformationen von Funktionen und Einfluss von Parametern (E-A2)
(Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten flr x>#oo

e Transformationen: Spiegelung an den Koordinatenachsen, Verschiebung, Streckung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schuler

(3) erkunden und systematisieren den Einfluss von Parametern im Funktionsterm auf die Eigen-
schaften der Funktion (quadratische Funktionen, Potenzfunktionen, Sinusfunktion),

(4) wenden Transformationen beziiglich beider Achsen auf Funktionen (ganzrationale Funktio-
nen,
Sinusfunktion) an und deuten die zugehérigen Parameter.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler
Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Présentie-
ren sowie zum Erkunden,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,
Mod-(2) treffen begrindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Ver-
mutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhé&ngen auf,

Arg-(2) unterstitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Bertcksichtigung der logi-
schen Struktur,

Arg-(13) uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen ma-
thematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten
und Unterrichtsbeitréagen,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Der entdeckende Einstieg in das Thema mithilfe eines MMS erfolgt mit einem anwendungsbezoge-
nen Kontext (z.B. ,Temperaturmittelwerte im Jahresverlauf‘ oder ,Sonnenscheindauer®), bei dem die
aus der S| bekannte Sinusfunktion wiederholt und in Bezug auf Fachbegriffe (Amplitude, Periode)
fundiert wird. Die Transformationen (Verschiebung und Streckung jeweils in Richtung beider Achsen)
werden anknipfend an eine Systematisierung und ausgehend von den quadratischen Funktionen
(Scheitelpunktform) auf die Sinusfunktion und auf Potenzfunktionen Ubertragen. Dabei wird der Ein-
fluss der Parameter auf die Eigenschaften dieser Funktionen erkundet. Erweitert wird das Thema
der Transformationen noch um die Spiegelungen an den Koordinatenachsen. Bei Transformationen
ganzrationaler Funktionen werden die Auswirkungen auf die im vorherigen Unterrichtsvorhaben be-
trachteten Eigenschaften sowie auf Extrempunkte untersucht. Fir algebraische Operationen und
graphische Darstellungen wird in diesem Unterrichtsvorhaben zunehmend ein MMS verwendet.

Materialhinweis:
- Material ,,EF-A2 Beschreibung periodischer Vorgange mithilfe der Sinusfunktion” im Lehrplan-
navigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-ober-

stufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben Ill: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate (E-A3)
(Zeitbedarf: ca. 18 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  Grundverstindnis des Ableitungsbegriffs: mittlere und lokale Anderungsrate, graphisches Ableiten, Se-
kante und Tangente

e Differentialrechnung: Ableitungsregeln (Potenz-, Summen- und Faktorregel), Monotonie, Extrempunkte,
lokale und globale Extrema, Krimmungsverhalten, Wendepunkte

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(5) berechnen mittlere und lokale Anderungsraten und interpretieren sie im Sachkontext,

(6) erlautern den Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und zuriickgelegter Strecke anhand
entsprechender Funktionsgraphen,

(7) erlautern qualitativ auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs an Beispielen
den Ubergang von der mittleren zur lokalen Anderungsrate und nutzen die Schreibweise
lim f(x)
X—...

(8) deuten die Ableitung an einer Stelle als lokale Anderungsrate sowie als Steigung der Tangente
an den Graphen,
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(9) bestimmen Sekanten-, Tangenten- sowie Normalensteigungen und berechnen Steigungswin-
kel,

(10) beschreiben und interpretieren Anderungsraten funktional (Ableitungsfunktion),

(11) leiten Funktionen graphisch ab und entwickeln umgekehrt zum Graphen der Ableitungsfunktion
einen passenden Funktionsgraphen,

(13) nutzen die Ableitungsregel fur Potenzfunktionen mit natiirlichem Exponenten.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(2) ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logi-
schen Struktur,

Arg-(4) erlautern Zusammenhéange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriuinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sach-
logische Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbar-
keit

Arg-(13) Uberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Lésungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

In verschiedenen Anwendungskontexten (z.B. Bewegungen, Zu- und Abflisse, Hohenprofil, ...) wer-
den durchschnittliche Anderungsraten, durchschnittliche Steigungen und ankniipfend daran Sekanten
betrachtet, berechnet und im Kontext interpretiert. Dabei werden quadratische Funktionen als Weg-
Zeit-Funktion bei Fall-, Wurf- und anderen gleichférmig beschleunigten Bewegungen gedeutet. Neben
zeitabhangigen Vorgangen sollen auch Steigungen und Steigungswinkel in realen Sachkontexten (z.B.
Bruckenbdgen, Gebaudeteile, Trassenfiihrungen, Seilbahnen) betrachtet werden.

Der Begriff der lokalen Anderungsrate wird in den eingefiihrten Sachzusammenhangen vorstellungs-
gebunden genutzt. Als Kontext fiir den Ubergang von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate
wird die vermeintliche Diskrepanz zwischen der Durchschnittsgeschwindigkeit bei einer langeren Fahrt
und der durch ein Messgeréat (z.B. mithilfe eines Lasers) ermittelten Geschwindigkeit genutzt.




Ein MMS wird zur numerischen und graphischen Darstellung des Grenziiberganges von der durch-
schnittlichen zur lokalen Anderungsrate bzw. der Sekante zur Tangente (Zoomen) eingesetzt. Hierbei
wird die Limes-Schreibweise verwendet. Der Begriff der Tangente wird in Abgrenzung zu den in der Sl
aufgebauten Vorstellungen problematisiert und analytisch definiert.

Im Zusammenhang mit dem graphischen Ableiten und dem Begriinden der Eigenschaften eines Funk-
tionsgraphen sollen die Schulerinnen und Schiler in besonderer Weise zum Vermuten, Begrinden
und Prézisieren ihrer Aussagen angehalten werden.

Anschliel3end wird die Frage aufgeworfen, ob mehr als numerische und qualitative Untersuchungen in
der Differentialrechnung mdoglich sind. Fir geeignete einfache Funktionen werden der Grenziibergang
bei der ,h-Methode“ unter Verwendung der Limesschreibweise exemplarisch durchgefiihrt und erste
Ableitungsfunktionen berechnet.

Um die Ableitungsregel fir (héhere) natirliche Potenzen zu vermuten, nutzen die Schilerinnen und
Schuler ein MMS. Die Potenzregel fiir Ableitungen wird formuliert. Eine Beweisidee kann optional er-
arbeitet werden. Der Unterricht erweitert hier besonders Kompetenzen aus dem Bereich des Argumen-
tierens.

Anhand von innermathematischen und anwendungsbezogenen Aufgaben vertiefen die Schilerinnen
und Schiler abschlieRend ihre erworbenen Kompetenzen und berechnen Gleichungen von Sekanten,
Tangenten und Normalen sowie Steigungswinkel.

Unterrichtsvorhaben 1V: Entwicklung und Anwendung von Kriterien und Verfahren zur Untersu-
chung von Funktionen (E-A4)
(Zeitbedarf: ca. 18 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Differentialrechnung: Ableitungsregeln (Potenz-, Summen- und Faktorregel), Monotonie, Extrempunkte,
lokale und globale Extrema, Krimmungsverhalten, Wendepunkte

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(5) berechnen mittlere und lokale Anderungsraten und interpretieren sie im Sachkontext,

(9) bestimmen Sekanten-, Tangenten- sowie Normalensteigungen und berechnen Steigungswin-
kel,

(12) beschreiben das Monotonieverhalten einer Funktion mithilfe der Ableitung,

(13) nutzen die Ableitungsregel fur Potenzfunktionen mit natirlichem Exponenten,

(14) wenden die Summen- und Faktorregel an und beweisen eine dieser Ableitungsregeln,

(15) unterscheiden lokale und globale Extrema im Definitionsbereich,

(16) verwenden das notwendige Kriterium und hinreichende Kriterien zur Bestimmung von Extrem-
bzw. Wendepunkten,

(17) beschreiben das Krimmungsverhalten des Graphen einer Funktion mithilfe der 2. Ableitung,

(18) nutzen an den unterschiedlichen Darstellungsformen einer Funktion ablesbare Eigenschaften
als Argumente, um Lésungswege effizient zu gestalten,

(19) lésen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrati-
onalen Funktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéahlen diese situationsge-
recht aus,




Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
- Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digi-
taler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerle-
gen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurickfihren auf Bekann-
tes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten,
Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mdgliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fuhren Losungspléane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schlussigkeit und Effizienz,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und tUbertragen diese
begruindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik und stellen charakteristisch sind, begriindete Ver-
mutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(4) erlautern Zusammenhéange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sach-
logische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknupfung von einzelnen Argu-
menten,

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinrei-
chende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation,
All- und Existenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertrag-
barkeit,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprach-
lich) aus,




Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen voll-
standig und kohéarent,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
griindet und konstruktiv Stellung,

Kom-(13) vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Losungen unter mathematischen Gesichts-
punkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Die Beschaftigung mit ganzrationalen Funktionen vom Grad gréer gleich drei erfordert auf der rech-
nerischen Ebene die Anwendung der Summen- und Faktorregel fir Ableitungen, von denen mindes-
tens eine bewiesen wird. Durch gleichzeitiges Visualisieren einer Ausgangsfunktion und ihrer Ablei-
tungsfunktion entdecken die Lernenden die Zusammenhénge zwischen charakteristischen Punkten
der beiden Graphen, woran im Folgenden angeknupft wird.

Fur ganzrationale Funktionen werden die Zusammenhéange zwischen den Extrempunkten der Aus-
gangsfunktion und den Nullstellen ihrer Ableitung durch die Betrachtung von Monotonie Intervallen
und der moglichen Falle bezogen auf Vorzeichenwechsel an den Nullstellen der Ableitung vertieft
untersucht. Die Schulerinnen und Schiler iben damit, vorstellungsbezogen mithilfe von notwendigen
und hinreichenden Bedingungen zu argumentieren. Neben den Fallen, in denen das Vorzeichenwech-
selkriterium angewendet wird, werden die Lernenden auch mit Situationen konfrontiert, in denen sie
mit den Eigenschaften des Graphen oder Terms (Globalverhalten, Symmetrie) argumentieren. Dieses
fuhrt auch zur Unterscheidung von lokalen und globalen Extremstellen.

Ausgehend von graphischen Darstellungen schliel3en sich Untersuchungen zum Krimmungsverhal-
ten und damit die Betrachtung von Wendestellen an. Hohere Ableitungen werden auch im Rahmen
von hinreichenden Bedingungen zur Bestimmung von Extrem- und Wendestellen genutzt. Beim Lésen
von innermathematischen und anwendungsbezogenen Problemstellungen werden die erworbenen
Kompetenzen vernetzt und vertieft.

Unterrichtsvorhaben V: Unterwegs in 3D — Koordinatisierung des Raumes und Vektoroperationen
(E-G1)
(Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  Koordinatisierungen des Raumes: Punkte, Ortsvektoren, Vektoren
e Vektoroperationen: Addition, Multiplikation mit einem Skalar

e Eigenschaften von Vektoren: Lange, Kollinearitat

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schuler

(1) wahlen geeignete kartesische Koordinatisierungen fur die Bearbeitung eines geometrischen
Sachverhalts in der Ebene und im Raum,

(2) stellen geometrische Objekte in einem raumlichen kartesischen Koordinatensystem dar,

(3) deuten Vektoren geometrisch als Verschiebungen und in bestimmten Sachkontexten als Ge-
schwindigkeit,

(4) berechnen Langen von Vektoren und Abstande zwischen Punkten mithilfe des Satzes des Py-
thagoras,

(5) addieren Vektoren, multiplizieren Vektoren mit einem Skalar und untersuchen Vektoren auf
Kollinearitat,

(6) weisen Eigenschaften geometrischer Figuren mithilfe von Vektoren nach.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,




Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-
krete Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Fi-
gur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Arg-(5) begriuinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie sach-
logische Argumente,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, , verbal-sprach-
lich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Ausgangspunkt ist eine Vergewisserung (z.B. in Form einer Mindmap) hinsichtlich der den Schulerin-
nen und Schilern bereits bekannten Koordinatisierungen (kartesische Koordinaten, geographische
Koordinaten, GPS, Robotersteuerung).

An geeigneten, nicht zu komplexen geometrischen Modellen (z.B. Quader) wiederholen die Schiile-
rinnen und Schiler die aus der Sekundarstufe | bekannten Schragbilder und nutzen ein MMS, um
unterschiedliche Schragbilder darzustellen und hinsichtlich ihrer Wirkung zu beurteilen.

Parallel zur Entwicklung einer angemessenen Raumvorstellung wird auch an der Entwicklung einer
adaquaten Symbolsprache gearbeitet. Die Informationen dazu (Darstellung mit Ortsvektoren und Ver-
schiebungsvektoren) kommen von der Lehrkraft und werden von den Schilerinnen und Schilern im
Rahmen von Aufgaben angewendet. Die Darstellung in raumlichen Koordinatensystemen sollte hin-
reichend getibt werden.

Verkettungen von Verschiebungen flihren graphisch und algebraisch zur Vektoraddition und Multipli-
kation mit einem Skalar.

Mithilfe von Vektoren werden Punkte und Strecken (z.B. Mittelpunkte, Schnittpunkte, Diagonalen,
Kanten) geometrischer Figuren in unterschiedlichen Darstellungsformen ermittelt und Eigenschaften
geometrischer Figuren (Viereckstypen) und besonderer Punkte (z.B. Teilungsverhéltnis) nachgewie-
sen. Dabei wird auch der Begriff Kollinearitat eingefihrt und verwendet. Die Lange einer Strecke
wird mithilfe des Satzes des Pythagoras bestimmt.

Materialhinweis:
- Die Koordinatisierung des Raumes kann z.B. gewinnbringend im Kontext einer Spidercam-Steue-

rung entwickelt bzw. vertieft werden. (vgl. SINUS-Materialien zur Spidercam https://www.schul-
entwicklung.nrw.de/sinus/front content.php?idart=1212&idcat=378&Ilang=9&client=12&ma-
t1d=4356)

Vernetzung:

Physik: Krafte und ihre Addition

Unterrichtsvorhaben VI: Vektoren und Geraden — Bewegungen in den Raum (E-G2)
(Zeitbedarf: ca. 15 Unterrichtsstunden.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:



https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=1212&idcat=378&lang=9&client=12&matId=4356
https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=1212&idcat=378&lang=9&client=12&matId=4356
https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=1212&idcat=378&lang=9&client=12&matId=4356

e Vektoroperationen: Addition, Multiplikation mit einem Skalar

e Eigenschaften von Vektoren: Lange, Kollinearitat

e Geraden und Strecken: Parameterform

e Lagebeziehungen von Geraden: identisch, parallel, windschief, sich schneidend
e  Schnittpunkte: Geraden

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(3) deuten Vektoren geometrisch als Verschiebungen und in bestimmten Sachkontexten als Ge-
schwindigkeit,

(6) weisen Eigenschaften geometrischer Figuren mithilfe von Vektoren nach,

(7) stellen Geraden und Strecken in Parameterform dar,

(8) interpretieren Parameter von Geradengleichungen im Sachkontext,

(9) untersuchen Lagebeziehungen von Geraden,

(10) untersuchen geometrische Situationen im Raum mithilfe digitaler Mathematikwerkzeuge,

(11) nutzen Eigenschaften von Vektoren und Parametergleichungen von Geraden beim Lsen von
innermathematischen und anwendungsbezogenen Problemstellungen,

(12) l6sen lineare Gleichungssysteme im Zusammenhang von Lagebeziehungen von Geraden und
interpretieren die jeweilige Losungsmenge.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Mod-(2) treffen begrindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Loésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mogliche Lésungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fihren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schlussigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknupfung von einzelnen Argu-
menten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern,
Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinrei-
chende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation,
All- und Existenzaussagen),

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Lésungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
grundet und konstruktiv Stellung.




Umsetzung:

Zunachst wird ein geometrisches Objekt in einem Sachkontext durch Vektoren beschrieben. Dabei
werden wiederholend die aus dem Unterrichtsvorhaben E-G1 bekannten Eigenschaften und Operati-
onen von Vektoren genutzt und vertieft, um parallele Seiten und besondere Punkte zu ermitteln. Daran
anschlieBend werden lineare Bewegungen z.B. im Kontext von Flugbahnen (Kondensstreifen) durch
Startpunkt, Zeitparameter und Geschwindigkeitsvektor beschrieben. Dabei sollten Modellierungsfra-
gen (reale Geschwindigkeiten, GréRRe der Flugobjekte, Flugebenen) einbezogen und diskutiert wer-
den.

Eine Vertiefung kann darin bestehen, den Betrag der Geschwindigkeit zu variieren. In jedem Fall soll
der Unterschied zwischen einer Geraden als Punktmenge (z.B. die Flugbahn) und einer Parametrisie-
rung dieser Punktmenge als Funktion (von der Parametermenge in den Raum) herausgearbeitet wer-
den. Auch die Parametrisierung einer Strecke wird in diesem Rahmen thematisiert.

Erganzend zum dynamischen Zugang wird die rein geometrische Frage aufgeworfen, wie eine Gerade
durch zwei Punkte zu beschreiben ist. Hierbei wird herausgearbeitet, dass zwischen unterschiedlichen
Parametrisierungen einer Geraden gewechselt werden kann. Punktproben sowie Berechnungen sol-
len auch ohne Hilfsmittel durchgefuhrt werden.

Im Anwendungskontext (z.B. Kondensstreifen von Flugzeugen) werden Lagebeziehungen von Gera-
den untersucht und systematisiert. Die Untersuchung von Schnittpunkten zweier durch Geraden mo-
dellierter Flugbahnen fihrt dabei auf ein lineares 3x2-Gleichungssystem. Einen Bezug zu den unter-
schiedlichen Lagebeziehungen kénnen die SuS herstellen, wenn sie zugleich die auf eine Landkarte
reduzierte Situation mit nur zwei Gleichungen untersuchen. Einfache lineare Gleichungssysteme mit
zwei Variablen werden als Wiederholung aus der Sekundarstufe | ohne Hilfsmittel geldst, flir komple-
xere LGS wird ein MMS verwendet. Ein algorithmisches Losungsverfahren (z.B. der Gauf3-Algorith-
mus) wird spater in der Qualifikationsphase bei den Steckbriefaufgaben eingefihrt und gelibt.

Summe Einfihrungsphase: 120 Stunden

Vereinbarungsgeman in Unterrichtsvorhaben verplant: 87 Stunden




Qualifikationsphase

Grundkurs Q1

Unterrichtsvorhaben GK-1: Optimierungsprobleme (GK-Al)
(Zeitbedarf: ca. 13 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e  Fortflhrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von
Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben”)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen ei-
ner Variablen zuriick und I6sen diese,

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Si-
nusfunktion, der Kosinusfunktion, der Tangensfunktion, der Potenzfunktionen v/x und 2 so-
wie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(4) erlautern den Begriff der Umkehrfunktion am Beispiel der Wurzelfunktion unter Beriicksich-
tigung des Graphen sowie des Definitions- und des Wertebereichs,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen vx u
und 2 und wenden die Produktregel an.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-
nisses durch,

Ope-(6) flhren verschiedene Losungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéangig von Parametern,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Pa-

rametern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(8) berticksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mégliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,




Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknipfung von einzelnen Ar-
gumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hin-
reichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Ne-
gation, All- und Existenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollsténdig und fehlerfrei sind,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lo-
sungswege,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Lésungswege und Argumentationen
vollstandig und kohérent.

Umsetzung:

Gestartet wird mit Optimierungsproblemen mit ganzrationalen Funktionen. Als Einstiegsproblem
hat sich z.B. die Optimierung einer offenen Schachtel, die aus einem DIN-A4-Papier gefaltet wird,
bewahrt. Das Aufstellen der Funktionsgleichungen bei Optimierungsproblemen fordert Problemlo-
sestrategien. Die Lernenden sollten deshalb hinreichend Zeit bekommen, mit Methoden des ko-
operativen Lernens selbststandig zu Zielfunktionen zu kommen und dabei unterschiedliche L6-
sungswege entwickeln. In diesem Rahmen werden grundlegende Inhalte der Einfuhrungsphase
integrierend wiederholt. An mindestens einem Problem im Sachzusammenhang entdecken die
Schuilerinnen und Schiuler die Notwendigkeit, Randextrema zu betrachten. Mindestens ein Verpa-
ckungsproblem (optimale Verpackung) wird unter dem Aspekt der Modellvalidierung/Modellkritik
und Modellvariation untersucht. In diesen Kontexten entstehen auch Zielfunktionen, die nicht rein
ganzrational sind. In diesem Zusammenhang entwickeln die Schilerinnen und Schiiler die Ablei-
tungen der Potenzfunktionen v/x und <. Komplexere Funktionen kénnen mithilfe eines MMS un-
tersucht werden.

AnschlielRend wird als Exkurs exemplarisch die Wurzelfunktion unter Beriicksichtigung des Gra-
phen sowie des Definitions- und des Wertebereichs als Umkehrfunktion betrachtet.

Unterrichtsvorhaben GK-2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzrationalen Funktionen (in-
klusive LGS) (GK-A2)
(Zeitbedarf: ca. 15 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir X — too

e Fortfihrung der Differentialrechnung: Produkiregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von
Funktionstermen (,Steckbriefaufgaben®)

e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schilerinnen und Schiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinus-
funktion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen +/x und - sowie der Transformationen
dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,




(3) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext er-
geben,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen
und mit dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schilerinnen und Schiiler

(7) erlautern ein algorithmisches Lésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme,

(8) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Glei-
chungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand |6sbar
sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéahlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Lo&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Zzielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digi-
taler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-
krete Fragestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
SchlUssigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen ma-
thematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten
und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lo-
sungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichts-
punkten hinsichtlich ihrer Versténdlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltags-
medien unter mathematischen Gesichtspunkten.




Umsetzung:

Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus
gegebenen Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrien, Bedingungen an die 1. und 2.
Ableitung) lineare Gleichungssysteme fir die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die
Schulerinnen und Schiiler erhalten Gelegenheit, iber Grundannahmen der Modellierung (Grad der
Funktion, Symmetrie, Lage im Koordinatensystem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden, die Angemes-
senheit der Modellierung zu reflektieren und ggf. Verédnderungen vorzunehmen. Aufgaben im An-
wendungskontext, die Anschlussbedingungen (z.B. knickfrei, ruckfrei) beriicksichtigen, lassen sich
zum Beispiel bei der Trassierung von Bahngleisen/Strafl3en finden. Durch die Wahl geeigneter Mo-
dellierungen, z.B. Anstieg des Meeresspiegels, kbnnen auch Themen aus dem Kontext Bildung fir
nachhaltige Entwicklung in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.

Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellierung
Uberlagern, wird empfohlen, ein MMS zunéachst als Blackbox zum Lésen von linearen Gleichungs-
systemen und zur graphischen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der Validierung
zu verwenden und erst im Anschluss die Blackbox ,Gleichungsléser” zu 6ffnen, algorithmische L6-
sungsverfahren (z.B. den Gauf3-Algorithmus) zu thematisieren und fir einige gut Uberschaubare
Systeme mit drei Unbekannten auch ohne digitale Hilfsmittel durchzufiihren.

Ankniupfend an die Einfuhrungsphase werden in innermathematischen Situationen und in unter-
schiedlichen Kontexten (z.B. Fotos von Briicken, Geb&uden, Flugbahnen) ganzrationale Funktionen
mit Parametern aufgestellt und mithilfe eines MMS untersucht. Hierbei kdnnen die Inhalte der Ana-
lysis aus der EF aufgegriffen und vertieft werden. Ein MMS wird zum Variieren von Parametern aber
auch zum Losen von Gleichungen mit Parametern verstarkt genutzt.

Vertiefung:
- Auch die Transformation der Sinus- und Kosinusfunktion kann wiederholend zur Modellie-
rung eingesetzt werden.

Vernetzung:

- In diesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische Losungsverfahrens fir lineare Glei-
chungssysteme schwerpunktmaRig behandelt. Lineare Gleichungs-systeme werden bei den
Unterrichtsvorhaben der analytischen Geometrie ebenfalls benétigt, dort sollten aber algo-
rithmische Losungsverfahren keinen Schwerpunkt mehr bilden. Verschiedene Arten von L6-
sungsmengen eines linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten wurden bereits in
der EF bei den Lagebeziehungen von Geraden aufgegriffen.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen” im Lehr-
plannavigator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-

ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben GK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (GK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(11) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes
oder Gesamteffektes einer Gréi3e,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,
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(13) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehdérigen Fla-
cheninhaltsfunktion,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme
zum Integral auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schéatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Ergénzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtickfuhren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwarts-
arbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mdgliche Lésungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung ei-
nes Problems und fliihren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen
diese begriindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichts-
punkten hinsichtlich ihrer Versténdlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)fuhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Das Thema ist komplementar zur Einfiihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben E-A3.
Deshalb werden hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen (Geschwindig-
keit — Weg, Zuflussrate von Wasser — Wassermenge).

Der Einstieg kann Uiber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der
sich die Schilerinnen und Schuler selbststéandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer
Anderungsrate auf den Bestand geschlossen wird, erarbeiten. Die Schilerinnen und Schiiler ent-
wickeln und vergleichen eigenstandig unterschiedliche Strategien (z.B. Trapezsumme, Ober- oder
Untersumme) zur mdglichst genauen ndherungsweisen Berechnung des Bestands. Die entste-
henden Produktsummen werden als Bilanz tber orientierte FlAcheninhalte interpretiert.

Qualitativ kdnnen die Schilerinnen und Schuiler so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als
,Bilanzgraphen® zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses




Unterrichtsvorhaben den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des Statio-
nenlernens bzw. der Gruppenarbeit werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs prasen-
tiert. Schulervortrage Giber bestimmte Kontexte sind hier wiinschenswert.

Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht
weiter verfeinert und damit immer genauere Flachenabschéatzungen vorgenommen. Auch die Ori-
entierung der Flachen kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von Produkt-
summen, die mit Summenzeichen notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend eingesetzt werden.
Die Frage, wie die Genauigkeit der Naherung erhéht werden kann, gibt Anlass zu anschaulichen
Grenzwertliberlegungen, die zur Definition des Integrals fihren.

Hinweis:
- Beider Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des Summenzei-
chens eingeflihrt und getibt werden.

Materialhinweis:
- Impulse fiir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der Materialda-
tenbank entnommen werden: https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_con-
tent.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matld=2033

Unterrichtsvorhaben GK-4: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und seine
Anwendungen (GK-A4)
(Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(15) erlautern geometrisch-anschaulich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
und wenden ihn an,

(16) nutzen vorgegebene Stammfunktionen und bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen
ganzrationaler Funktionen,

(17) nutzen die Intervalladditivitat und Linearitat von Integralen,

(18) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GrofRRe aus der Anderungsrate oder
der Randfunktion,

(19) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schillerinnen und Schiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-
nisses durch,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Présen-
tieren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,
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Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kon-
nen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(11) greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flacheninhaltsfunktion
und der Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion la fir einen Anfangswert a
erschlossen. Die Vermutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird durch geo-
metrisch-anschauliche Uberlegungen begriindet und damit der Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung aufgestellt. Die Bedeutung des Hauptsatzes und seine Anwendung werden in ver-
schiedenen Kontexten vertieft.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen von Stammfunktionen werden flr ganzrationale
Funktionen von den Schilerinnen und Schulern durch Rickwéartsanwenden der bekannten Ablei-
tungsregeln selbstandig erarbeitet.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden auf weitere innermathematische bzw. anwendungsorien-
tierte Situationen Ubertragen, die auch Flachen zwischen Funktionsgraphen umfassen. Bei geeig-
neten Problemstellungen werden die Intervalladditivitat und Linearitat des Integrals thematisiert.
Geeignete Problemstellungen werden in diesem Unterrichtsvorhaben auch ohne Hilfsmittel bear-
beitet.

Unterrichtsvorhaben GK-5: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen Exponential-
funktion (GK-AbB)
(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Null-
stellen, Symmetrie, Verhalten flr x—+e

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinus-
funktion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen +/x und - sowie der Transformationen
dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,




(9) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erlautern die
Besonderheit der natirlichen Exponentialfunktion (f' =f),

(10) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten
Wachstums- und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitéat der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet
und Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentie-
ren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhéangig von Pa-
rametern,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Loésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zer-
legen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtickfiihren auf Be-
kanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsar-
beiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(1) stellen Fragen, die fir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Ver-
mutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhéangen auf,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen ma-
thematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten
und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in All-
tagsmedien unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15)fuhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:
In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe |

erworbenen Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x > a-q* angeknipft

werden. Dabei unterstutzt ein MMS die Klarung der Bedeutung der Parameter der a und q der
allgemeinen Exponentialfunktion sowie die Beschreibung der Verdnderungen durch Transforma-
tionen. Die Frage nach der Ableitung an einer Stelle fuihrt zu einer wiederholenden Betrachtung
des Ubergangs von der durchschnittlichen zur momentanen Anderungsrate. Mit einem MMS ent-
decken die Lernenden die Proportionalitat der Anderungsrate zum Bestand.




AnschlieRend wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fiir die Eulersche Zahl als Basis der Pro-
portionalitatsfaktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe
des naturlichen Logarithmus kdénnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form

X > a- @ geschrieben und als Transformation (Streckung) der natirlichen Exponentialfunk-
tion identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natlrlichen Exponentialfunktionen be-
schrieben. Weiterfihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt)
fuhrt zu einer kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden An-
nahmen und Grenzen der Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der Modellierung
zum Beispiel durch abschnittsweise Kombination verschiedener Wachstumsmodelle herbeizufiih-
ren.

Materialhinweis:
- Material ,,Meeresspiegelanstieg Il — Modellierung mit Exponentialfunktionen” im Lehr-
plannavigator  (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-
ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben GK-6: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln
(GK-AB)
(Zeitbedarf: ca. 9 Ustd).

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fur X — o0

e  Fortflhrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von
Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Si-
nusfunktion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen v/x und - sowie der Transformatio-
nen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der nattrlichen Ex-
ponentialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen +/x und %
und wenden die Produktregel an,

(6) wenden die Kettenregel auf Verknipfungen der natirlichen Exponentialfunktion mit linea-
ren Funktionen an,

(8) nutzen in einfachen Féllen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung)
zur Beschreibung quantifizierbarer Zusammenhange.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéhlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel,



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtckfiihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwarts-
arbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Arg-(2) unterstitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der
logischen Struktur,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hin-
reichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Ne-
gation, All- und Existenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Uber-
tragbarkeit,

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege,

Kom-(11) greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(15)fuhren Diskussionsbeitrdge zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produktregel und
Spezialfall der Kettenregel fur Verkniipfungen von Exponentialfunktionen mit linearen Funktio-
nen) hergeleitet. Dazu kdnnen zunachst Vermutungen fir die Ableitungen von Produkten von
ganzrationalen Funktionen aufgestellt und durch Ausmultiplizieren und Anwenden der bereits
bekannten Ableitungsregeln tGberprift werden. Vorgelegte Argumentationsketten werden erlau-
tert, beurteilt und fur den Beweis der Produktregel genutzt. Die Kettenregel fur Exponentialfunkti-
onen mit linearen Funktionen im Exponenten kann graphisch mithilfe der bekannten Zusammen-
hénge beim Transformieren von Funktionsgraphen entdeckt werden.

Mithilfe der neu gewonnen Ableitungsregeln werden schlief3lich in einfachen Fallen zusammen-
gesetzte Funktionen betrachtet und in unterschiedlichen innermathematischen und anwen-
dungsbezogenen Aufgaben verwendet. Dabei ist es mithilfe eines MMS oder mithilfe von vorge-
gebenen Ableitungen auch méglich, weitere Verkettungen von ganzrationalen Funktionen mit
Exponentialfunktionen zu betrachten. Vorgelegte Stammfunktionen werden nachgewiesen und
verwendet. Neben rechnerischen Zugangen werden auf3erdem Eigenschaften von Funktionen
als Argumente zur Ldsung von Aufgaben verwendet.

Unterrichtsvorhaben GK-7: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (GK-A7)
(Zeitbedarf: ca. 11 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fiir x>too

e  Fortfiihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von
Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben”)

e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen:

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Si-
nusfunktion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen v/x und i sowie der Transformatio-
nen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,




(5)

(7)
(8)

(19)
(20)

bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der nattrlichen Ex-
ponentialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen vx und 2
und wenden die Produktregel an,

untersuchen Funktionen auch in Abh&ngigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen
und mit dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung,

nutzen in einfachen Féllen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung)
zur Beschreibung quantifizierbarer Zusammenhénge,

ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen,

I6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von
ganzrationalen Funktionen, der nattrlichen Exponentialfunktion und daraus zusammenge-
setzten Funktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen:
Ope-(2) ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-

nisses durch,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéahlen diese situationsge-

recht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von

Problemstellungen,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Lo&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Pa-
rametern,

— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhéangig von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und

digitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,
Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb

des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese

als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle

bzgl. der Angemessenheit,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,
Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,
Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge

zur Problemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-

nes Problems und fihren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,
Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen

diese begrindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie

sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknipfung von einzelnen Ar-

gumenten,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,
Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,
Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-

lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,
Kom-(9) dokumentieren und préasentieren Arbeitsschritte, Lésungswege und Argumentationen

vollstandig und kohérent,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.

Umsetzung:




Im letzten Unterrichtsvorhaben zur Analysis werden die Erkenntnisse aus den vorangegangenen
Unterrichtsvorhaben geblindelt und an komplexeren Situationen sowohl bei innermathemati-
schen Problemstellungen als auch bei Aufgaben mit Anwendungsbezug gelibt und vertieft.

AnschlielRend werden Prozesse, bei denen das Wachstum erst zu- und dann wieder abnimmt
(Medikamentenkonzentration, Fieber, Pflanzenwuchs...), in den Blick genommen und mithilfe
von Produkten und Verkettungen von Funktionen modelliert. Dabei ergeben sich Fragen, bei de-
nen aus der Wachstumsgeschwindigkeit auf den Gesamtbestand bzw. -effekt geschlossen wird.
Integrale von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen und daraus zusammengesetz-
ten Funktionen kénnen in diesem Unterrichtsvorhaben mit einem MMS oder mithilfe vorgegebe-
ner Stammfunktionen berechnet werden.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden auch periodische Prozesse (z.B. Sonnenscheindauer,
akustische Signale) untersucht, bei denen Sinus- und Kosinusfunktionen abgeleitet und mit an-
deren Funktionen verkniipft werden.

Unterrichtsvorhaben GK-8: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ers-
ten Anwendungen (GK-G1)
(Zeitbedarf: ca. 7 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitét, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwen-
dungsbezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kon-
nen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitréagen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Das Skalarprodukt d - b wird zunachst als Indikator fur Orthogonalitat aus einer Anwendung des
Satzes von Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fur die Herleitung eine Be-
schrankung auf zwei Dimensionen. Wesentlich fiir den Aufbau einer tragenden Grundvorstellung

ist jedoch die Zerlegung eines Vektors a in zu b parallele und orthogonale Komponenten.
Dadurch wird der geometrische Aspekt der Projektion betont. Dieses wird am Beispiel der Kraf-
tezerlegung (z.B. Zerlegung in vertikale und horizontale Komponenten beim Schlittenziehen)
veranschaulicht.




Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fiihrt zur Wieder-
entdeckung der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den Winkel
zwischen zwei Vektoren zu berechnen. Ankniipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1 werden
Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken auch mithilfe des Skalarprodukts untersucht.

Die formale Frage nach der Bedeutung eines Produkts von zwei Vektoren sowie den dabei gulti-
gen Rechengesetzen wird im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. Divi-
sion durch einen Vektor) und vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter Rechenre-
geln fur Zahlen gestellt.

Summe Grundkurs Q1: 120 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgemaf in Unterrichtsvorhaben verplant: 84 Unterrichtsstunden

Qualifikationsphase

Grundkurs Q2

Unterrichtsvorhaben GK-9: Ebenen in Koordinaten- und Parameterform (GK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitét, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe,
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(4) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(8) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf
Gleichungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand
I6sbar sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-
nisses durch,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Ergénzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Ruckwarts-
arbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Bertcksichtigung der
logischen Struktur,

Arg-(4) erlautern Zusammenhénge zwischen Fachbegriffen,




Arg (5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Die Koordinatenform n;-x; +n,-x, + ny-x3; =d wird anknipfend an Geradengleichungen

a-x+b-y=d inder Ebene durch Erweitern um eine Variable eingefuhrt. Zur Erkundung soll

eine Visualisierung mit einem MMS dienen, bei der die Achsenabschnitte a; = d/n; (fir n; # 0)
X1

ins Spiel kommen, die in der Achsenabschnittsform —+ Z—Z + 2—3 = 1 auftreten. Diese Form bietet
1 2 3

den Vorteil, eindeutig zu sein, und erlaubt es, die Lage der Ebene im Koordinatensystem zeich-
nerisch darzustellen.

Die Schnittpunktberechnung (DurchstoR3punkt) zwischen Geraden und Ebenen ist mit der Koordi-
natenform besonders einfach, wenn ein allgemeiner Punkt der Gerade (parametrisierte Punkt-
menge) in die Koordinatenform eingesetzt wird. Die Achsenabschnittsberechnung ordnet sich da-
bei als Spezialfall ein. Auch Spurgeraden in den Hauptebenen werden mit dem Einsetzungsprinzip
ermittelt.

Die Notation mithilfe des in GK-G1 eingefiihrten Skalarproduktes 1 - ¥ = d fiihrt zur Deutung von
7 als Normalenvektor, der senkrecht auf der Ebene steht. Der Einfluss von d, mit dem sich die
Ebene parallel verschieben lasst, wird erkundet. Um eine Gleichung einer Ebene aus drei Punkten
aufzustellen, soll dies dem Prinzip einer Steckbriefaufgabe folgend (vgl. GK-A2) mit einem 3x3-
Gleichungssystem durch Einsetzen der drei Punkte in die Gleichung ny - x; +ny, - x, + n3-x3 =d
erfolgen, wobei d als Parameter im MMS mitlauft oder d = 1 (in Sonderféllen d = 0) gesetzt wer-
den kann.

Als Kontext fur die anschlieend zu thematisierende Parameterform einer Ebene dient z.B. eine
Dachkonstruktion mit Sparren und Querlatten. Damit wird die Idee der Koordinatisierung aus dem
Thema E-G1 wieder aufgegriffen und auf beliebige Ebenen im Raum ubertragen. Der Ubergang
zur Koordinatenform erfolgt als Alternative zum ,Steckbriefverfahren® auch durch die Bestimmung
eines Normalenvektors mithilfe eines unterbestimmten 2x3-Gleichungssystems. Ein explizites Ar-
beiten mit der Normalenform soll aber nur im Rahmen einer Differenzierung erfolgen.

Der umgekehrte Ubergang von der Koordinatenform zur Parameterform kann tber drei Punkte
(z.B. die Achsenabschnitte) bewerkstelligt werden, oder indem zwei (zu 7 orthogonale) Spann-

ny -n
vektoren der Ebene aus Gleichungen des Typs (nz) . ( n12> = 0 gewonnen werden.
ni 0
Vernetzung:
- Ein systematisches Verfahren, lineare Gleichungssysteme auch hilfsmittelfrei in einfa-
chen Fallen zu l6sen, wurde bereits im Unterrichtsvorhaben GK-A2 eingefiihrt. Um hier
Méglichkeiten des weiteren Ubens und Wiederholens zu schaffen, kénnen DurchstoR-
punkte alternativ mit Ebenen in Parameterform in einfachen Fallen berechnet werden.




Des Weiteren fiihrt die Punktprobe bei Ebenen in Parameterform auf ein 3x2-Gleichungs-
system.

Vertiefung:
- Ein Normalenvektor kann mit einem MMS auch mithilfe des Vektorprodukts berechnet
werden.

Unterrichtsvorhaben GK-10: Untersuchungen an geometrischen Kérpern (GK-G3)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und
berechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe, Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(5) berechnen die Grél3e des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(6) nutzen Symmetriebetrachtungen in geometrischen Objekten zur Lésung von Problemstellungen
und spiegeln Punkte an Ebenen in einfachen Fallen,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungs-
bezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht
aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Prob-
lemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digita-
ler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des ma-
thematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhéange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur
Problemlésung aus,

Pro-(8) berticksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir moégliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Arg-(5) begrunden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie sach-
logische Argumente,




Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Losungs-
wege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungs-
formen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich)
aus,

Kom-(9) dokumentieren und présentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen voll-
stéandig und kohéarent,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunk-
ten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Geometrische Kérper wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wiirfel, Prismen und Oktaeder bieten vielfaltige
Anlasse fir offen angelegte geometrische Untersuchungen, kénnen auf reale Objekte bezogen oder
auch zur Gestaltung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwirfe geometrischer Kor-
per in Parallelprojektion (Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf eine Ebene, insbeson-
dere die Grundebenen, werden berechnet. Der Einsatz eines MMS bietet hier zusatzliche Mdglichkei-
ten der Variation und der Visualisierung.

Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) werfen die Frage
auf, wie sich Spiegelungen an Ebenen durchfiihren lassen. In einfachen Fallen, in denen der Norma-
lenvektor in Richtung einer Koordinatenachse weist, werden die Koordinaten eines an der Ebene ge-
spiegelten Punktes ermittelt. Der Nachweis der Symmetrie zu einer gegebenen Ebene wird durch ei-
nen Vergleich des Normalenvektors mit dem Verbindungsvektor zwischen Punkt und Spiegelpunkt
gefuhrt, wobei zusatzlich eine Punktprobe nétig ist, um zu zeigen, dass der Mittelpunkt in der Ebene
liegt.

Winkel lassen sich zwischen den Kanten und Flachen eines Kdrpers bestimmen. Speziell die Bo-
schungswinkel an einer Pyramide motivieren die Frage nach dem Schnittwinkel zwischen zwei Ebe-
nen.

Vernetzung:
- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem Unterrichts-
vorhaben E-G1 wieder auf.
Vertiefung:
- Die Bestimmung von Winkeln zwischen Geraden und Ebenen oder zwei Ebenen lasst Riick-
schliisse auf ihre Lagebeziehung zu. Dadurch Iasst sich ein im Unterrichtsvorhaben E-G2 begon-
nenes Thema ausbauen.

Unterrichtsvorhaben GK-11: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (GK-
S1)
(Zeitbedarf: ca. 17 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

o Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Pfadregeln

e KenngroRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

o Diskrete ZufallsgroRen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngréfRen

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler
(1) planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale Mathematik-
werkzeuge,




(@)
3)
()
(6)
(7)

(8)
(9)

(10)

untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und StreumaRen, und verwenden
das Summenzeichen,

verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei auch
digitale Mathematikwerkzeuge,

bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen

A\B, AnB, AuUB und bestimmen die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten,

beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelderta-
feln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

prufen Teilvorgange mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und Baumdi-
agrammen auf stochastische Unabhéngigketit,

I6sen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten,

erlautern den Begriff der ZufallsgréRe an geeigneten Beispielen und bestimmen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen diskreter Zufallsgréf3en,

bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von dis-
kreten ZufallsgréRen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses

durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der

Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-

krete Fragestellung,

Mod-(2) treffen begrindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des

mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als

Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,
Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Fi-

gur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge

zur Problemlésung aus,

Pro-(10) uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund

der Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf

Schlussigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen ma-

thematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten
und Unterrichtsbeitrégen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-

sammenhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,
Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-

lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprach-
lich) aus.

Umsetzung:




Zur Beschreibung einer von den Schilerinnen und Schiilern selbststandig geplanten statistischen Er-
hebung (z.B. GroRe, Gewicht von Neugeborenen) wird das Grundverstandnis von Lage- und Streu-
mafen durch Ruckgriff auf die Erfahrungen der Schilerinnen und Schiler mit Boxplots reaktiviert. Zur
Auswertung und graphischen Darstellung von statistischen Erhebungen wird ein MMS verwendet.
Uber eingéngige Beispiele von Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel, aber unterschiedlicher
Streuung, wird die Definition der Standardabweichung als Wurzel der mittleren quadratischen Abwei-
chung motiviert. Durch Vergleiche unterschiedlicher Stichproben wird ein Gespdr fur die Auswirkung
auf die KenngrdélRen entwickelt. Dabei wird das Summenzeichen zur Notation von arithmetischem Mit-
tel und quadratischer Abweichung verwendet.

Anhand von Glicksspielen und Zufallsexperimenten, die von den Lernenden selbst durchgefiihrt wer-
den, werden die grundlegenden Inhalte der Stochastik aus der S| wiederholt, vertieft und die Fachbe-
griffe gefestigt. Dabei werden zur Modellierung von Wirklichkeit auch Simulationen — zumeist unter
Verwendung eines MMS — geplant und durchgefiihrt (Gesetz der groRen Zahlen). Zur Beschreibung
von Ereignissen werden die Mengenschreibweisen eingefiihrt und angewendet.

Die aus der Sekundarstufe | bekannten Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext von
zwei- und mehrstufigen Zufallsexperimenten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten beim
Vertauschen von Merkmal und Bedingung sowie zur Uberpriifung von Teilvorgdngen auf stochasti-
sche Unabhangigkeit eingesetzt. Bei der Erfassung stochastischer Zusammenhénge und dem Um-
gang mit Mengenschreibweisen ist die Unterscheidung von Wahrscheinlichkeiten des Typs P(AmB)

von bedingten Wahrscheinlichkeiten p, (B) — auch sprachlich — von besonderer Bedeutung. Die Erar-

beitung erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden Kontexten, wie Zufallsantworten bei sensitiven Fragen
und Diagnosetests fiir Krankheiten (z.B. Corona-Test).

Anhand verschiedener Gliicksspiele wird der Begriff der (diskreten) ZufallsgréRe und der zugehdrigen
Wahrscheinlichkeitsverteilung (als Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den mdglichen Werten,
die die ZufallsgréRe annimmt) zur Beschreibung von Zufallsexperimenten eingefiihrt. Analog zur Be-
trachtung der KenngroRen bei empirischen Haufigkeitsverteilungen werden der Erwartungswert, die
Varianz und die Standardabweichung einer diskreten Zufallsgrof3e definiert und im Sachkontext ange-
wendet. Auch hierbei wird ein MMS zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Histo-
gramme) und zur Entlastung des hilfsmittelfreien Rechnens verwendet.

Hinweis:

Bei der Auswahl der Kontexte fur Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im gesamten Unter-
richtsvorhaben die Mdglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen, Identitdten und Orientierungen
sensibel berlicksichtigt werden. Das bedeutet insbesondere, dass die Merkmale ,weiblich” und ,mann-
lich* nicht als komplementér betrachtet werden sollten, da es neben den Geschlechtern ,weiblich“ und
»,mannlich® auch das Geschlecht ,divers” sowie die Mdglichkeit gibt, den Geschlechtseintrag im Per-
sonenstandsregister offenzulassen. Die Komplementadrmenge von ,weiblich* sollte daher ,nicht weib-
lich“ sein.

Unterrichtsvorhaben GK-12: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung
(GK-S2)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, Pfadregeln

e Binomialverteilung: KenngroRen Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler
(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zuriicklegen) zur Beschreibung von Zufallspro-
zessen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,




(6) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelderta-
feln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(11) begrunden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte Zufallsgro3en beschrie-
ben werden kdnnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentieren
sowie zum Erkunden,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mogliche Lésungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fuihren Losungspléane zielgerichtet aus,

Pro-(10) berprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Arg-(5) begrunden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sach-
logische Argumente,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungs-
wege,

Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Z&hlprinzipien wie das Ziehen mit/ohne
Zurucklegen mit/ohne Berlcksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mdgliche Ergebnisse (,Er-
folg“ oder ,Misserfolg“) wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingeftihrt. Durch einen Vergleich
mit dem Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen wird geklart, dass die Anwendung des Modells
Bernoullikette jeweils eine bestimmte Realsituation voraussetzt, d.h. dass die Treffer von Stufe zu
Stufe unabhangig voneinander mit konstanter Wahrscheinlichkeit erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochasti-
scher Situationen liegen. Dabei werden zunachst Bernoulliketten in realen Kontexten oder in Spielsi-
tuationen betrachtet. Das Vorliegen einer Bernoullikette soll dabei explizit begriindet werden und in
einzelnen Fallen einer Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der Binomialverteilung
und des Binomialkoeffizienten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simulation sowie die Betrach-
tung von Multiple-Choice-Tests an. Zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden
Histogramme genutzt.

Die anschlieRende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf Zei-
tungsartikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,VVon der Ver-




teilung zur Realsituation®). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulierten Binomial-
verteilung, werden in der Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zugange sind jedoch in
Einzelfallen unter anderem durch Betrachtung von Komplementéarereignissen méglich.

Vernetzung:
- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten einer
Binomialverteilung wieder aufgegriffen.

Unterrichtsvorhaben GK-13: Anderungen und Auswirkungen — Untersuchung charakteristischer
Grol3en von Binomialverteilungen (GK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 11 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e  KenngroRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung
e Binomialverteilung: KenngroRen, Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schler

(10) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von dis-
kreten Zufallsgrof3en,

(12) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die
Binomialverteilung, ihre Kenngréf3en und die graphische Darstellung,

(13) nutzen die Binomialverteilung und ihre Kenngréf3en zur Beschreibung von Zufallsexperimenten
und zur Lésung von Problemstellungen,

(14) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schatzung einer zugrun-
deliegenden unbekannten Wahrscheinlichkeit.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch normal-
verteilten ZufallsgroRen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen tber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digi-
taler Mathematikwerkzeuge und wéahlen diese begriindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhéangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schétzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerle-
gen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfihren auf Bekann-
tes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwérts- und Ruckwartsarbeiten,
Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur
Problemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mdgliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines
Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,




Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitédt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Arg-(5) begriuinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Sétze sowie sach-
logische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argu-
menten,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Lésungswege und Verfahren,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
grundet und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Eine Visualisierung der Binomialverteilung sowie des Einflusses von Stichprobenumfang n und Tref-
ferwahrscheinlichkeit p erfolgt durch die graphische Darstellung der Verteilung als Histogramm unter
Nutzung eines MMS. Anhand derartiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden der Erwartungswert
und die Standardabweichung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Mdglichkeit zur Herleitung
der Standardabweichung ist, mithilfe eines MMS bei festem n und p fir jedes k die quadratische
Abweichung vom Erwartungswert mit der zugehdrigen Wahrscheinlichkeit zu multiplizieren. Die Va-
rianz als Summe dieser Werte wird zusammen mit dem Erwartungswert in einer weiteren Tabelle
notiert. Durch systematisches Variieren von n und p entdecken die Lernenden die funktionale Abhan-
gigkeit der Varianz von diesen Parametern und die Formel g2 =n-p-(1-p)-

In verschiedenen Anwendungszusammenhéngen werden sodann Problemstellungen mit binomial-
verteilten Zufallsgré3en untersucht, die jeweils eine Berechnung der Parameter k, p oder n verlangen.
Mit dem Erwartungswert lasst sich auch der Begriff eines ,fairen“ Spiels aufgreifen.

Die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit wird bewusst als Schatzung einer zugrundelie-
genden unbekannten Wahrscheinlichkeit interpretiert. Die Genauigkeit dieser Schétzung steigt mit
dem Stichprobenumfang.

Vertiefung:
- In einem Sachkontext wird das Konzept der 0-Umgebungen exemplarisch behandelt.

Summe Grundkurs Q2: 90 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgeman in Unterrichtsvorhaben verplant: 64 Unterrichtsstunden




Qualifikationsphase

Leistungskurs Q1

Unterrichtsvorhaben LK-1: Optimierungsprobleme ohne und mit Parametern (LK-Al)
(Zeitbedarf: ca. 18 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e  Funktionen: ganzrationale Funktionen Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form

f(x) =a- Sin(b X+ C) +d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e  Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwert-
probleme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) l6sen biguadratische Gleichungen auch ohne Hilfsmittel,

(2) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen ei-
ner Variablen zuriick und l6sen diese,

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
funktionen, Kosinusfunktionen, der naturlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunkti-
onen mit rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beant-
wortung von Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen
ihren Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktio-
nen,

Sinus- und Kosinusfunktionen, der naturlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunk-
tionen mit rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen
und mit dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,Stammfunktio-
nen®) im Kontext der Fragestellung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-
nisses durch,

Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéangig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Pa-

rametern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),




Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fiihren Loésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) uberpriufen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknipfung von einzelnen Ar-
gumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hin-
reichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Ne-
gation, All- und Existenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollsténdig und fehlerfrei sind,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitréagen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lo-
sungswege,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Lésungswege und Argumentationen
vollstandig und kohéarent.

Umsetzung:

Zur Reaktivierung der Vorkenntnisse der Differentialrechnung werden Funktionen vierten Grades
untersucht. Dies umfasst insbesondere das hilfsmittelfreie Losen von biquadratischen Gleichun-
gen.

Anschliel3end werden zunachst Optimierungsprobleme mit ganzrationalen Funktionen ohne Pa-
rameter betrachtet. Als Einstiegsproblem hat sich z.B. die Optimierung einer offenen Schachtel,
die aus einem DIN-A4-Papier gefaltet wird, bewahrt. Das Aufstellen der Funktionsgleichungen bei
Optimierungsproblemen fordert Problemldsestrategien. Die Lernenden sollten deshalb hinrei-
chend Zeit bekommen, mit Methoden des kooperativen Lernens selbststandig zu Zielfunktionen
zu kommen und dabei unterschiedliche Losungswege entwickeln. In diesem Rahmen werden
grundlegende Inhalte der Einfuhrungsphase integrierend wiederholt.

An mindestens einem Problem entdecken die Schilerinnen und Schiler die Notwendigkeit, Ran-
dextrema zu betrachten. Mindestens ein Verpackungsproblem (optimale Verpackung) wird unter
dem Aspekt der Modellvalidierung/Modellkritik und Modellvariation untersucht. In diesen Kontex-
ten entstehen auch Zielfunktionen die nicht rein ganzrational sind. In diesem Zusammenhang ent-
wickeln die Schilerinnen und Schiler die Ableitungen von Potenzfunktionen mit rationalen Expo-
nenten (noch ohne die Produkt- oder Kettenregel). Komplexere Funktionen kénnen mithilfe eines
MMS untersucht werden, ohne dass Ableitungen hilfsmittelfrei gebildet werden missen (z.B. ,Zy-
linder in einer Kugel®).

AnschlieRend werden Optimierungsprobleme bei Funktionen mit Parametern betrachtet. Hier
kann z.B. auch das Problem der offenen Schachtel wieder aufgegriffen werden, indem nicht von
einem Papier mit festen Maf3en ausgegangen wird, sondern nur ein Seitenverhéltnis der Papier-
seiten vorgegeben wird oder die Lange einer Seite offenbleibt, sodass bei der Zielfunktion eine
Parameterabhangigkeit entsteht.

Mit vorgegebenen ganzrationalen Funktionen mit Parametern (Funktionsscharen) werden an-
knipfend innermathematische Situationen (Funktionsscharen) und anwendungsbezogene Kon-
texte mit Parametern (z.B. Briicken, Gebaude, Flugbahnen) untersucht, bei denen Extrempunkte
eine Rolle spielen. Hierbei kénnen die Inhalte der Analysis aus der EF aufgegriffen und vertieft
werden. Ein MMS wird zum Variieren von Parametern aber auch zum L&sen von Gleichungen mit
Parametern verstarkt genutzt.




Unterrichtsvorhaben LK-2:

Modellieren von Sachsituationen mit Funktionen (inklusive LGS) (LK-A2)
(Zeitbedarf: ca. 20 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e  Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form

f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir X — to0

e  Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwert-
probleme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben)

e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
funktionen, Kosinusfunktionen, der nattrlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunkti-
onen mit rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beant-
wortung von Fragestellungen,

(4) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext
ergeben,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen
ihren Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schilerinnen und Schiler

(6) erlautern ein algorithmisches Lésungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme,

(7) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf
Gleichungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand
I6sbar sind,

(8) interpretieren die Lésungsmenge von linearen Gleichungssystemen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schillerinnen und Schiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéahlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet
und Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Mathematikwerkzeuge und wéhlen diese begriindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,




Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenbheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mégliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitrégen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Loésungswege und Verfahren,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lo-
sungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichts-
punkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in All-
tagsmedien unter mathematischen Gesichtspunkten.

Umsetzung:

Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus
gegebenen Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrie, Bedingungen an die 1. und 2.
Ableitung) lineare Gleichungssysteme flr die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die
Schilerinnen und Schiler erhalten die Gelegenheit, tber Grundannahmen der Modellierung
(Grad der Funktion, Symmetrie, Lage im Koordinatensystem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden,
die Angemessenheit der Modellierung zu reflektieren und ggf. Veranderungen vorzunehmen. Auf-
gaben im Anwendungskontext, die Anschlussbedingungen (z.B. knickfrei, ruckfrei) bertcksichti-
gen, lassen sich zum Beispiel bei der Trassierung von Bahngleisen/Straen. Durch die Wahl ge-
eigneter Modellierungen, z.B. Anstieg des Meeresspiegels, kdnnen auch Themen aus dem Kon-
text Bildung fur nachhaltige Entwicklung in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.

Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellie-
rung Uberlagern, wird empfohlen, ein MMS zunéchst als Blackbox zum Lésen von linearen Glei-
chungssystemen und zur graphischen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der Va-
lidierung zu verwenden und erst im Anschluss die Blackbox ,Gleichungsléser zu 6ffnen, algorith-
mische Lésungsverfahren (z.B. den GauRR-Algorithmus) zu thematisieren und fur einige gut tber-
schaubare Systeme mit drei Unbekannten auch ohne digitale Hilfsmittel durchzufiihren. Uber freie
Parameter (in Losungen aus unterbestimmten Gleichungssystemen) kénnen Funktionsscharen
erzeugt und damit ein Rickbezug zum Unterrichtsvorhaben LK-A1 hergestellt werden.

AnschlieBend werden mithilfe von Sinusfunktionen der Form f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie ent-

sprechenden Kosinusfunktionen periodische Situationen (z.B. Sonnenscheindauer im Jahresver-
lauf) wiederholend modelliert. Dabei sollen die einzelnen Parameter mit und ohne MMS bestimmt
werden.

Hinweise:
- Zur Forderung besonders leistungsstarker Schiilerinnen und Schiiler bietet es sich an, sie
selbststandig zur Spline-Interpolation forschen und referieren zu lassen.




Vernetzung:

- Indiesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische Losungsverfahren und mogliche
Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme (leere Menge, eindeutige Loésung oder un-
endlich viele Losungen) schwerpunktmaRig behandelt. Lineare Gleichungssysteme wer-
den bei den Unterrichtsvorhaben der analytischen Geometrie erneut benétigt, dort soll-
ten aber algorithmische Losungsverfahren keinen Schwerpunkt mehr bilden. Verschie-
dene Losungsmengen linearer Gleichungssysteme werden bei den Lagebeziehungen von
Geraden und Ebenen wieder aufgegriffen und geometrisch gedeutet (leere Menge,
Punkt, Gerade, Ebene).

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen”im
Lehrplannavigator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-

s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben LK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (LK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(14) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes
oder Gesamteffektes einer GréRRe,

(15) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(16) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehérigen Fla-
cheninhaltsfunktion,

(17) erlautern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme
zum Integral auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schillerinnen und Schiler

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtckfiihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Ruckwarts-
arbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und tibertragen
diese begriindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(4) erldutern Zusammenhénge zwischen Fachbegriffen,
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Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Losungen unter mathematischen Gesichts-
punkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitrdge zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Das Thema ist komplementar zur Einfiihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben E-A3.
Deshalb werden hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen (Geschwindig-
keit — Weg, Zuflussrate von Wasser — Wassermenge). Daneben wird die Rekonstruktion einer
GroRRe (z.B. physikalische Arbeit) thematisiert, bei der es sich nicht um die Rekonstruktion eines
Bestandes handelt.

Der Einstieg sollte Uber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der
sich die Schilerinnen und Schiler selbststéandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer
Anderungsrate auf den Bestand geschlossen wird, erarbeiten. AuBer der Schachtelung durch
Ober- und Untersummen sollen die Schilerinnen und Schiiler eigenstandig weitere unterschied-
liche Strategien (z.B. Trapezsummen) zur méglichst genauen naherungsweisen Berechnung des
Bestands entwickeln und vergleichen. Die entstehenden Produktsummen werden als Bilanz tber
orientierte FIacheninhalte interpretiert.

Quialitativ kdnnen die Schilerinnen und Schiller so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als
,Bilanzgraphen® zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses
Unterrichtsvorhaben den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des Statio-
nenlernens bzw. der Gruppenarbeit werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs préasen-
tiert. Schilervortrage Uber bestimmte Kontexte sind hier winschenswert.

Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht
weiter verfeinert und damit werden immer genauere Flachenabschatzungen vorgenommen. Auch
die Orientierung der Flachen kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von
Produktsummen, die mit dem Summenzeichen notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend ein-
gesetzt werden. Die Frage, wie die Genauigkeit der Naherung erhéht werden kann, gibt Anlass
zu anschaulichen Grenzwerttberlegungen. Aus den lUbereinstimmenden Grenzwerten von Ober-
und Untersummen ergibt sich die Definition des Integrals.

Hinweise:
- Beider Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des Summenzei-
chens eingefiihrt und gelibt werden.

Materialhinweis:
- Impulse fiir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der Materialda-
tenbank entnommen werden: https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_con-
tent.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matld=2033

Unterrichtsvorhaben LK-4: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung (LK-A4)
(Zeitbedarf: ca. 18 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen
und mit dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,Stammfunktio-
nen“) im Kontext der Fragestellung,

(15) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(18) begrinden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung unter Verwendung eines
anschaulichen Stetigkeitsbegriffs und wenden den Hauptsatz an,

(19) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen, nutzen vorgege-
bene Stammfunktionen und verwenden die natirliche Logarithmusfunktion als Stammfunk-

tion der Funktion: X |—>% ,

(20) nutzen die Intervalladditivitat und Linearitat von Integralen,

(21) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GroRRe aus der Anderungsrate oder
der Randfunktion,

(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen und uneigentlichen Integralen
sowie Volumina von Kérpern, die durch die Rotation um die Abszisse entstehen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstand-
nisses durch,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erlautern Zusammenhénge zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kon-
nen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(11)greifen Beitradge auf und entwickeln sie weiter.




Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flachen-inhaltsfunk-
tion und der Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion la fir einen Anfangswert
a erschlossen. Die Vermutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird anschaulich,
kontextgebunden und numerisch begriindet.

Um den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch tiefergehend zu begriinden, wird
der absolute Zuwachs la(x+h) — la(x) geometrisch durch Rechtecke nach oben und unten abge-
schatzt. Der Ubergang zur relativen Anderung mit anschlieRendem Grenziibergang fiihrt dazu,
die Stetigkeit von Funktionen zu thematisieren und den Hauptsatz formal exakt zu notieren. In
diesem Rahmen werden auch die Intervalladditivitat und Linearitat des Integrals formal gefasst.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen fur Stammfunktionen werden von den Schilerin-
nen und Schiilern durch Rickwartsanwenden der bekannten Ableitungsregeln selbstandig erar-
beitet. Dabei finden sie auch heraus, dass dies nicht in jedem Fall moglich ist und es Funktionen

wie f(x) :% gibt, fir deren Stammfunktionen noch kein Funktionsterm zur Verfiigung steht.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden fur die Berechnung von Flachen zwischen Funktionsgra-
phen genutzt und auf weitere zunehmend komplexe innermathematische und anwendungsorien-
tierte Situationen Ubertragen. Geeignete Problemstellungen werden auch ohne Hilfsmittel bear-
beitet.

Unterrichtsvorhaben LK-5:
Von Wachstumsprozessen zur natirlichen Exponentialfunktion (LK-A5)
(Zeitbedarf: ca. 15 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Null-
stellen, Symmetrie, Verhalten flr x—x

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schuler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
funktionen, Kosinusfunktionen, der naturlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunkiti-
onen mit rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beant-
wortung von Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen
ihren Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(10) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erlautern die

Besonderheit der natirlichen Exponentialfunktion (f' =f),
(11) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten
Wachstums- und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitat der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet
und Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,




Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Pa-
rametern,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenbheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schéatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Ergdnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtckfiihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwarts-
arbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in All-
tagsmedien unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15)fuhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:
In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe |

erworbenen Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x— a-q* ange-

knlUpft werden. Dabei unterstitzt ein MMS die Klarung der Bedeutung der Parameter a und q der
allgemeinen Exponentialfunktion sowie die Beschreibung der Veranderungen durch Transforma-
tionen. Die Frage nach der Ableitung an einer Stelle flhrt zu einer vertiefenden Betrachtung des
Ubergangs von der durchschnittlichen zur momentanen Anderungsrate. Mit einem MMS kann das
Verhalten des Differenzenquotienten fir immer kleinere h betrachtet werden. Durch Variation der
Stelle der Ableitung entdecken die Lernenden die Proportionalitat der Anderungsrate zum Bestand
(Differentialgleichung).

Anschliel3end wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fir die Eulersche Zahl als Basis der Pro-
portionalitatsfaktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe
des natirlichen Logarithmus konnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form

X > a- en@x geschrieben und als Transformation (Streckung) der naturlichen Exponentialfunk-
tion identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natirlichen Exponentialfunktionen be-
schrieben. Weiterfiihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse und Wachstumsprozesse
mit Parametern (Funktionsscharen) betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt)
fuhrt zu einer kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden An-




nahmen und die Grenzen der Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der Model-
lierung zum Beispiel durch abschnittsweise Kombination verschiedener Wachstumsmodelle her-
beizufiihren.
Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg Il — Modellierung mit Exponentialfunktionen” im Lehr-
plannavigator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-

ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben LK-6: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen (LK-AB)
(Zeitbedarf: ca. 8 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Null-
stellen, Symmetrie, Verhalten fir x—+e

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
funktionen, Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktio-
nen mit rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beant-
wortung von Fragestellungen,

(12) untersuchen ausgewahlte Funktionen, insbesondere die natirliche Exponential- und Loga-
rithmusfunktion, auf Umkehrbarkeit und ermitteln in einfachen Féllen einen Funktionsterm
der Umkehrfunktion unter Beriicksichtigung von Definitions- und Wertebereich,

(13) erlautern den Zusammenhang zwischen dem Graphen einer Funktion und dem Graphen
seiner Umkehrfunktion,

(19) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen, nutzen vorgege-
bene Stammfunktionen und verwenden die natirliche Logarithmusfunktion als Stammfunk-

tion der Funktion: X r—>% .

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnis-
ses durch,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Ver-
mutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Bertcksichtigung der lo-
gischen Struktur,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hin-
reichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Nega-
tion, All- und Existenzaussagen),

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(11)greifen Beitradge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Anknupfend an das vorherige Unterrichtsvorhaben (Ubergang von a-g* zu a- @ ynd Um-

kehrung der Fragestellung bei Wachstumsprozessen wird der Logarithmus nun nicht nur als Ope-
rator, sondern als (Umkehr-) Funktion betrachtet. Die Umkehrbarkeit von Funktionen wird ausge-
hend von graphischen Darstellungen und jeweils variierenden Definitionsbereichen am Beispiel
der natirlichen Exponential- / Logarithmusfunktion und an anderen passenden Funktionen (z.B.
Potenz- / Wurzelfunktionen) sowie Transformationen von diesen thematisiert. In einfachen Féllen
werden Funktionsterme von Umkehrfunktionen dabei hilfsmittelfrei ermittelt. Der Zusammenhang
zwischen den Graphen einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion wird unter Berticksichtigung von
Definitions- und Wertebereich als Symmetrie zur Winkelhalbierenden erkannt.

Die Ableitung der natirlichen Logarithmusfunktion wird innermathematisch tiber den graphischen
Zusammenhang zur natirlichen Exponentialfunktion (Winkelhalbierende als Symmetrieachse)
und aus der Steigung einer gespiegelten Tangente hergeleitet. Damit wird der natirliche Logarith-

mus als Stammfunktion der Funktion X }—)% identifiziert.

Vertiefung:
- Der Einfluss des Definitionsbereichs auf die Umkehrbarkeit kann gut am Beispiel der Sinus-
und der Kosinusfunktion betrachtet werden.

Unterrichtsvorhaben LK-7: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (LK-A7)
(Zeitbedarf: ca. 20 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis

Inhaltliche Schwerpunkte:
e  Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form

f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fiir x>teo

e Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwertprob-
leme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
funktionen, Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktio-
nen mit rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beant-
wortung von Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ih-
ren Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktio-
nen, Sinus- und Kosinusfunktionen, der naturlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenz-
funktionen mit rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(8) deuten die Ableitung mithilfe der Approximation durch lineare Funktionen,

(9) nutzen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Beschreibung
guantifizierbarer Zusammenhénge.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) fuhren verschiedene Ldsungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentie-
ren sowie zum Erkunden,




Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schéatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zer-
legen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtickfihren auf Be-
kanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwértsar-
beiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Ver-
mutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berilicksichtigung der lo-
gischen Struktur,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Loésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argu-
menten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hin-
reichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Nega-
tion, All- und Existenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertrag-
barkeit,

Arg-(13) uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kdnnen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(9) dokumentieren und préasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen
vollstandig und kohérent,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produkt- und Ket-
tenregel) hergeleitet. Die Vorstellung des Ableitens als lokale lineare Approximation wird dabei
mithilfe eines MMS aufgegriffen. Die Ableitungsregeln kénnen zunéchst als Vermutungen fur die
Ableitungen von Produkten von ganzrationalen Funktionen bzw. fir einfache Verkettungen (z.B.
Potenz einer ganzrationalen Funktion) aufgestellt und durch Ausmultiplizieren und Anwenden der
bereits bekannten Ableitungsregeln Gberprift werden. Mindestens eine der neuen Ableitungsre-
geln soll bewiesen werden. An dieser Stelle sind Differenzierungen z.B. durch Einsatz eines Be-
weispuzzles oder Beurteilungen von vorgelegten Argumentationsketten maoglich.

Mithilfe der neu gewonnenen Ableitungsregeln werden schlie3lich zusammengesetzte Funktionen
(auch mit Exponentialfunktionen und Sinus- / Kosinusfunktionen) untersucht und in unterschiedli-
chen innermathematischen und anwendungsbezogenen Aufgaben eingesetzt. Dabei werden
auch Funktionsscharen betrachtet. Vorgelegte Stammfunktionen werden nachgewiesen und ver-
wendet. Neben rechnerischen Zugangen werden au3erdem Eigenschaften von Funktionen als
Argumente zur Losung von Aufgaben verwendet.

Hinweis:
- Die lineare Approximation stellt eine Moglichkeit dar, die Beweise der Ableitungsregeln
fachlich korrekt und einsichtig zu notieren.




Unterrichtsvorhaben LK-9: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwen-
dungen (LK-G1)
(Zeitbedarf: ca. 7 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(2) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitét, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwen-
dungsbezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kon-
nen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fach-
texten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Das Skalarprodukt d - b wird zunachst als Indikator fur Orthogonalitat aus einer Anwendung des
Satzes von Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fir die Herleitung zunéchst eine
Beschrankung auf zwei Dimensionen. Wesentlich fir den Aufbau einer tragenden Grundvorstel-
lung ist die Zerlegung eines Vektors d in zu b parallele und orthogonale Komponenten. Dadurch
wird der geometrische Aspekt der Projektion betont, der spater zum Versténdnis der Abstands-
messung zwischen Punkten und Ebenen genutzt werden kann.

Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fuhrt zur Wieder-
entdeckung der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den Winkel
zwischen zwei Vektoren zu berechnen. Am Beispiel der physikalischen Arbeit wird das geometri-
sche Verstandnis des Skalarprodukts veranschaulicht.

Ankniipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1 werden Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken auch
mithilfe des Skalarprodukts untersucht.

Die besonderen formalen Eigenschaften des Skalarprodukts sowie die dafiir giiltigen Rechengesetze
werden im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. keine Division durch einen
Vektor, kein Satz vom Nullprodukt) sowie vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter Re-
chenregeln fiir Zahlen thematisiert.




Vertiefung:

- Im Rahmen eines arbeitsteiligen Vorgehens kann ein Vergleich von Lésungswegen mit
und ohne Skalarprodukt dahinterliegende elementargeometrische Satze transparent ma-
chen wie z.B. die Aquivalenz der zum Nachweis einer Raute benutzten Bedingungen
(E+ B) (@3- B) = 0 und 32 = b2 fir die Seitenvektoren 3@ und b eines Parallelo-
grammes. Ein dhnliches Vorgehen ist beim Beweis des Satzes des Thales moglich.

- Im Sinne der Wissenschaftspropadeutik ist neben einem Einblick in die Moglichkeit einer
axiomatischen Festlegung eines Skalarproduktes durch seine algebraischen Eigenschaf-
ten wichtig, dass durch ein Skalarprodukt zugleich Langen- als auch Winkelmessung in
einem Vektorraum erméglicht werden.

Unterrichtsvorhaben LK-10: Ebenen in Normalenform und ihre Schnittmengen (LK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Lagebeziehungen und Abstande: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(2) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orien-
tierung im Raum,

(4) untersuchen Lagebeziehungen von Ebenen sowie von Geraden und Ebenen,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(8) interpretieren die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen,

(9) berechnen die Gréf3e des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(10) bestimmen Abstéande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnis-
ses durch,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zer-
legen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtckfihren auf Be-
kanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsar-
beiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen
diese begriindet auf andere Problemstellungen,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berilicksichtigung der lo-
gischen Struktur,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg (5) begrinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,




Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen ma-
thematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten
und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege.

Umsetzung:

Im Sinne verstarkt wissenschaftspropadeutischen Arbeitens wird folgender anspruchsvoller, an

das Unterrichtsvorhaben LK-G1 anknlpfender Weg vorgeschlagen: Betrachtet wird die als Punkt-

Normalenform bekannte Gleichung: - (¥ — d) = 0. Durch systematisches Probieren oder Be-

trachten von Spezialfallen wie d = 0 wird die Lésungsmenge geometrisch als Ebene gedeutet.

Die Schnittmenge zweier Ebenen wird durch Lsung eines linearen 2x3-Gleichungssystems be-

stimmt. Dabei missen die Lernenden eine nicht leere Lésungsmenge selbstandig parametrisieren

und als Schnittgerade identifizieren.

Zur Klarung der Parallelitat von Geraden und Ebenen oder Ebenen untereinander werden Norma-
lenvektoren herangezogen. Uber die Normalenvektoren wird die Winkelberechnung zwischen
zwei Vektoren auch auf Ebenen Ubertragen.

Die unterschiedlichen Darstellungsformen dieser Ebenengleichung und ihre jeweilige geometri-
sche Deutung (Koordinatenform, Achsenabschnittsform, Hesse-Normalenform? als Sonderformen
der Normalenform) werden in einem Gruppenpuzzle gegenibergestellt und in Beziehung gesetzt.
Dabei intensiviert der kommunikative Austausch die fachlichen Aneignungsprozesse.

Die Hesse-Normalenform?! erlaubt es, Abstande eines Punktes von der Ebene sowie Abstande
zwischen parallelen Ebenen direkt abzulesen. Dabei wird eine Verknipfung zur Grundvorstellung
der Projektion (LK-G1) hergestellt. Verfahrenstechnisch macht es keinen Unterschied, ob es sich
nun um den Abstand eines Punktes, einer parallelen Geraden oder einer parallelen Ebene von
einer Ebene handelt.

Die Achsenabschnittsform erleichtert es, Ebenen zeichnerisch darzustellen. Die Achsenab-
schnittsberechnung ist dabei nur ein Spezialfall der besonders einfachen Schnittmengenberech-
nung zwischen Geraden und Ebenen (Durchstol3punkt) in Koordinatenform.

Einen verstandnisorientierten Zugang zur Abstandsberechnung zwischen einem Punkt und einer
Ebene bietet das LotfuBpunktverfahren, das auch auf weitere Abstandsprobleme (vgl. LK-G4)
Ubertragen werden kann.

Vernetzung:

- Die Gleichungen eines linearen 2x3- oder 3x3-Gleichungssystem (LK-A2) kénnen als Koor-
dinatengleichungen interpretiert werden, so dass die Losungsmenge des LGS als Schnitt-
menge von Ebenen geometrisch gedeutet werden kann. lhre Dimension ldsst sich aus der
Lagebeziehung der Ebenen erkennen. Dabei wird deutlich, wie weit die Normalenvektoren
die Lagebeziehungen zwischen 2 oder 3 Ebenen bestimmen.

Unterrichtsvorhaben LK-11: Parametrisierung von Ebenen (LK-G3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) stellen Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke in Parameterform dar,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orien-
tierung im Raum,

! Die Hesse-Normalenform gehort nicht zur Obligatorik des KLP und ist damit nicht verpflichtend. Aus didaktischen
Griinden wurde sie fiir diesen Zugang in diesem beispielhaften Plan vertiefend integriert.



(4) untersuchen Lagebeziehungen von Ebenen sowie von Geraden und Ebenen,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(7) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Glei-
chungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand losbar
sind,

(8) interpretieren die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(6) fuhren verschiedene Ldsungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein,

Pro-(8) berlcksichtigen einschrdnkende Bedingungen,

Arg-(4) erlautern Zusammenhéange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfol-
gern, Widerspruch),

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Als weitere Darstellungsform wird nun die Parameterform der Ebenengleichung entwickelt. Als
Einstiegskontext dient z.B. eine Dachkonstruktion mit Sparren und Querlatten. Damit wird die Idee
der Koordinatisierung aus dem Unterrichtsvorhaben E-G1 wieder aufgegriffen und auf beliebige
Ebenen im Raum Ubertragen. Durch Einschrénkung des Definitionsbereichs der Parameter wer-
den Parallelogramme und Dreiecke beschrieben.

Die Berechnung von Schnittmengen zwischen Ebenen und Geraden ist sowohl tiber ein 3x3-LGS
maoglich, wenn beide in Parameterform vorliegen, als auch durch Einsetzen einer Geradenglei-
chung in eine Koordinatengleichung. Fir einen Wechsel zwischen Parameterform und Koordina-
tenform einer Ebene wird ein Normalenvektor mit Hilfe eines 2x3-Gleichungssystems bestimmt.
Die Entscheidung Uber Lagebeziehungen zwischen Ebenen und Geraden kann direkt mit der
Schnittmengenberechnung verkntipft werden.

Vernetzung:

- Der Unterricht wird durch den Einsatz eines MMS bei der Losung linearer Gleichungssys-
teme entlastet. Es ist jedoch sinnvoll, numerisch einfache Falle auch hilfsmittelfrei zu be-
arbeiten, um die bereits im Unterrichtsvorhaben LK-A2 erworbenen Kompetenzen zu re-
aktivieren und zu festigen.

Vertiefung:

- Die Bestimmung eines Normalenvektors mit Hilfe des Vektorproduktes ist nicht primar
wegen der technischen Einfachheit gewinnbringend, sondern weil die Entwicklung einer
tragfahigen geometrischen Vorstellung des Vektorproduktes sowie eine Beschreibung sei-
ner algebraischen Eigenschaften den im Unterrichtsvorhaben LK-G1 fir das Skalarprodukt
beschrittenen Weg weiterverfolgt und auch eine hohe Relevanz fiir den Physikunterricht
besitzt. Vertiefend kann das Vektorprodukt fiir die Flachenberechnung bei Parallelogram-
men und Dreiecken sowie fiir die Volumenberechnung beim Spatprodukt eingesetzt wer-
den.

- Die Berechnung von Schnittmengen zwischen zwei Ebenen kann besonders einfach mit
einer Gleichung erfolgen, wenn eine Ebene in Koordinaten- und eine in Parameterform
gegeben ist.

- Vertiefend kann die Parallelitdt zwischen einer Ebene und einer Geraden durch die lineare
Abhdngigkeit des Richtungsvektors der Geraden von den Spanvektoren der Ebene be-
schrieben werden (Komplanaritat).




Unterrichtsvorhaben LK-16: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung
(LK-S2) (Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden)
Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, Pfadregeln

e Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, KenngrolRen, Histogramme, o-Regeln

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zurticklegen) zur Beschreibung von Zufalls-
prozessen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung des Binomialkoeffizienten und berechnen diesen
in einfachen Fallen auch ohne Hilfsmittel,

(7) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelder-
tafeln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(12) begrinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte Zufallsgrofien be-
schrieben werden kénnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet
und Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhéangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werk-
zeuge zur Problemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen flr mdgliche Lésungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung
eines Problems und filhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Arg-(5) begrunden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie
sachlogische Argumente,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege,

Kom-(11) greifen Beitrédge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Zahlprinzipien wie das Ziehen

mit/ohne Zuriicklegen mit/ohne Berucksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Be-

rechnung von Wahrscheinlichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mégliche

Ergebnisse (,Erfolg“ oder ,Misserfolg®) wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingefihrt.




Durch einen Vergleich mit dem Ziehen aus einer Urne ohne Zurticklegen wird geklart, dass die
Anwendung des Modells Bernoullikette jeweils eine bestimmte Realsituation voraussetzt, d.h.
dass die Treffer von Stufe zu Stufe unabhangig voneinander mit konstanter Wahrscheinlichkeit
erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochas-
tischer Situationen liegen. Dabei werden zunéchst Bernoulliketten in realen Kontexten oder in
Spielsituationen betrachtet. Das Vorliegen einer Bernoullikette soll dabei explizit begriindet wer-
den und in einzelnen Féllen einer Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der
Binomialverteilung und des Binomialkoeffizienten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simula-
tion sowie die Betrachtung von Multiple-Choice-Tests an. Ausgehend von der kombinatorischen
Bedeutung wird der Binomialkoeffizient im Folgenden in einfachen Fallen auch ohne Hilfsmittel
berechnet. Zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histogramme genutzt.

Die anschlie3ende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf
Zeitungsartikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,Von
der Verteilung zur Realsituation®). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulier-
ten Binomialverteilung, werden in der Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zu-
gange sind jedoch in Einzelféallen unter anderem durch Betrachtung von Komplementéarereignis-
sen moglich.

Vernetzung:

- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten
einer Binomialverteilung wieder aufgegriffen.

Summe Leistungskurs Q1: 200 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgeman in Unterrichtsvorhaben verplant: 142 Unterrichtsstunden




Qualifikationsphase

Leistungskurs Q2

Unterrichtsvorhaben LK-12: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten Objekten (LK-G4)
(Zeitbedarf: ca. 6 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Lagebeziehungen und Abstande: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schillerinnen und Schiiler

(10) bestimmen Abstdnde zwischen Punkten, Geraden und Ebenen,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwen-
dungsbezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Lésungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlissigkeit und Effizienz,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen
vollstandig und kohérent.

Umsetzung:

Die Abstandsbestimmung erweitert sowohl die Beschreibung von Lagebeziehungen als auch die
Schnittmengenproblematik. Bei Ebenen wurden Abstandsbestimmungen bereits im Unterrichts-
vorhaben LK-G2 mit der Hesse-Normalenform behandelt.

Am Beispiel des Vorbeifluges eines Flugzeugs an einem Hindernis unter Einhaltung eines Sicher-
heitsabstandes wird entdeckt, wie der Abstand eines Punktes von einer Geraden u. a. Uber die
Bestimmung eines LotfuBpunktes ermittelt werden kann. Hierbei werden unterschiedliche Lo-
sungswege zugelassen und verglichen, insbesondere ein Lésungsweg mit den Mitteln der Analy-
sis. Die Mittel der Analysis lassen sich auch nutzen, um im Anschluss den minimalen Abstand
zweier Flugobjekte mithilfe eines MMS zu bestimmen.

Im Unterschied dazu knlpft die Abstandsberechnung von Flugbahnen an die Untersuchung von
Lagebeziehungen von Geraden aus dem Unterrichtsvorhaben E-G2 an. Ihre Berechnung kann fir
den Vergleich unterschiedlicher Losungsvarianten - insbesondere unter Einschluss von Hilfsebe-
nen - genutzt werden. Dabei wird unterschieden, ob die LotfuBpunkte der kiirzesten Verbindungs-
strecke mitberechnet werden oder nicht.

Vernetzung:

- Das Unterrichtsvorhaben kniipft sehr eng an das Unterrichtsvorhaben E-G2 an. Insbeson-
dere ist eine integrierende Wiederholung der Lagebeziehungen von Geraden und ihrer Be-
stimmung vorzusehen. Eine Vernetzung mit Verfahren der Analysis zur Abstandsminimie-
rung (E-A4) bietet sich durchgehend an und sollte unter der Maxime einer moglichst gro-
Ren Losungsvielfalt und als Chance zur Binnendifferenzierung nicht fehlen.




Unterrichtsvorhaben LK-13 Untersuchungen an geometrischen Kérpern unter Einschluss ihrer
Schatten- und Spiegelbilder (LK-G5)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform

Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen

Schnittpunkte: Geraden und Ebenen

Lagebeziehungen und Absténde: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) stellen Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke in Parameterform dar,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orien-
tierung im Raum,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(9) berechnen die GroRRe des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen,

(11) fuhren Spiegelungen an Ebenen durch,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwen-
dungsbezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schler

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wéhlen diese situationsge-
recht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentie-
ren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und di-
gitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schéatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zer-
legen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurickfihren auf Be-
kanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsar-
beiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen
vollstandig und kohérent,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,




Kom-(13) vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichts-
punkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Geometrische Kérper, wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wirfel, Prismen und Oktaeder, bieten viel-
faltige Anlasse fir offen angelegte geometrische Untersuchungen und kdnnen auf reale Objekte
bezogen oder auch zur Gestaltung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwirfe
geometrischer Kérper in Parallelprojektion (Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf
eine Ebene, insbesondere eine Grundebene, werden berechnet. Der Einsatz eines MMS bietet
hier zusatzliche Mdglichkeiten der Variation und der Visualisierung.

Durch Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) wird
die Frage nach einer systematischen Untersuchung von Spiegelungen an Ebenen evoziert. Dabei
wird das Verfahren der Lotfu3punktbestimmung mit Hilfe eines Normalenvektors (LK-G2) wieder-
aufgegriffen, wobei in der Spiegelungsebene die Schattenbilder erneut auftreten.

Abstandsbestimmungen von Punkten zu Geraden (LK-G4) und zu Ebenen (LK-G2) ermdglichen
es, die Flache eines Dreiecks oder die Hohe und das Volumen einer Pyramide zu bestimmen.

Im Rahmen der Untersuchung geometrischer Korper werden Winkel zwischen den Kanten und
Flachen eines Korpers bestimmt. Speziell die Boschungswinkel an einer Pyramide motivieren die
Frage nach dem Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen. Die Parameterform von Ebenen hat ihren
Einsatz vor allem da, wo es um die Frage geht, ob ein DurchstoR3punkt einer Geraden (z.B. ein
LotfuBpunkt, Schattenpunkt) eine bestimmte Flache trifft oder auRerhalb dieser liegt.

In diesem Unterrichtsvorhaben wird im Sinne einer wissenschaftspropadeutischen Grundbildung
besonderer Wert auf eigenstandige Lernprozesse bei der Aneignung eines begrenzten Stoffge-
bietes sowie bei der Dokumentation von Losungswegen gelegt.

Vernetzung:

- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem UV E-
G1 wieder auf.

- Beim Berechnen von Flachen und Volumina werden, wo mdglich, auch elementargeomet-
rische Losungswege als Alternative aufgezeigt. Vertiefend ist hier auch der Einsatz des Vek-
torproduktes (vgl. LK-G3) moglich.

Vertiefung:

- Virtuelle Landschaften mit Lichteffekten kdnnen im Rahmen einer begrenzten Projektar-
beit mit rdumlicher Geometriesoftware gestaltet werden. In einem Kaleidoskop kénnen
Spiegelungen verkettet werden und so auch Drehsymmetrien erzeugt werden.

- Ein MMS bietet die Moglichkeit, vertiefend das Spatprodukt bzw. die Determinante als
KontrollgroRe fir Volumina kennenzulernen, ohne die dahinterliegenden algebraischen
Strukturen offenzulegen. Auch Uber die lineare Abhangigkeit dreier Vektoren und speziell
Uber den Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden kdnnen damit Aussagen gemacht
werden, die ein tiefergehendes geometrisches Verstandnis unterstitzen.

Unterrichtsvorhaben LK-14:

Strategieentwicklung bei geometrischen Problemsituationen (LK-G6)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Verknipfung aller Bereiche

Kompetenzerwartungen:
Integrierende Wiederholung aller Kompetenzen des Inhaltsfeldes

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler




Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentie-
ren sowie zum Erkunden,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schéatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zer-
legen und Ergéanzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurtickfihren auf Be-
kanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwértsar-
beiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fur mdgliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fihren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen
diese begrindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknipfung von einzelnen Argu-
menten,

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hin-
reichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Nega-
tion, All- und Existenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertrag-
barkeit,

Kom-(11)greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(15)fuhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Angesichts des begrenzten Zeitrahmens ist es wichtig, den Fokus der Unterrichtstatigkeit nicht
auf die Vollstandigkeit einer ,Rezeptsammlung“ und deren hieb- und stichfeste Eintibung zu allen
denkbaren Varianten zu legen, sondern bei den Schilerinnen und Schilern prozessbezogene
Kompetenzen zu entwickeln, die sie in die Lage versetzen, problemhaltige Aufgaben zu bearbei-
ten und dabei auch neue Anregungen zu verwerten.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden Problemlésungen mit prozessbezogenen Zielen zu ver-
bunden:

1) eine planerische Skizze anzufertigen und die gegebenen geometrischen Objekte abstrakt zu
beschreiben, 2) geometrische Hilfsobjekte einzuflihren, 3) an geometrischen Situationen Fallun-
terscheidungen vorzunehmen, 4) bekannte Verfahren zielgerichtet einzusetzen und in komplexe-
ren Ablaufen zu kombinieren, 5) unterschiedliche Lésungswege kriteriengestitzt zu vergleichen.

Bei der Durchfuihrung der Lésungswege kdnnen die Schilerinnen und Schiler auf das entlastende
Werkzeug MMS zurilickgreifen und dessen Grenzen ausloten. Bei aufwendigeren Problemen soll
dieser Teil der Lésung bewusst ausgeklammert werden.

Die erworbenen Kompetenzen im Problemldsen sollen auch in Aufgaben zum Einsatz kommen,
die einen Kontextbezug enthalten, so dass dieses Unterrichtsvorhaben auch unmittelbar auf das
Abitur vorbereitet.

Vertiefung:




- Bei Beweisaufgaben, in denen die prozessbezogenen Kompetenzen des Argumentierens
und Problemlésens zusammengefiihrt werden missen, sollen die Schiilerinnen und Schii-
ler auch Formalisierungen in Vektorschreibweise rezipieren und z.T. selbst vornehmen.

Unterrichtsvorhaben LK-15: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(LK-S1)
(Zeitbedarf: ca. 18 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, Pfadregeln

e KenngroRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

o Diskrete ZufallsgréBen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngréoRen

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale Mathematik-
werkzeuge,

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und Streumalfien, und verwen-
den das Summenzeichen,

(3) verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei
auch digitale Mathematikwerkzeuge,

(5) bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen
A\B, AnB, AuB und bestimmen die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten,

(7) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelder-
tafeln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(8) prufen Teilvorgdnge mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und
Baumdiagrammen auf stochastische Unabhéangigkeit,

(9) l6sen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten,

(10) erlautern den Begriff der ZufallsgroRe an geeigneten Beispielen und bestimmen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen diskreter Zufallsgrofen,

(11) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von
diskreten Zufallsgrof3en.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) fuhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnis-
ses durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod-(2) treffen begrindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,




Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur,

Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen ma-
thematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtex-
ten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus.

Umsetzung:

Zur Beschreibung einer von den Schulerinnen und Schiilern selbststandig geplanten statistischen
Erhebung (z.B. GroRRe, Gewicht von Neugeborenen) wird das Grundverstandnis von Lage- und
StreumalRen durch Rickgriff auf die Erfahrungen der Schilerinnen und Schiler mit Boxplots re-
aktiviert. Zur Auswertung und graphischen Darstellung von statistischen Erhebungen wird ein
MMS verwendet. Uber eingangige Beispiele von Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel,
aber unterschiedlicher Streuung, wird die Definition der Standardabweichung als Wurzel der mitt-
leren quadratischen Abweichung motiviert. Durch Vergleiche unterschiedlicher Stichproben wird
ein Gespur fur die Auswirkung auf die KenngrofRen entwickelt. Dabei wird das Summenzeichen
zur Notation von arithmetischem Mittel und quadratischer Abweichung verwendet.

Anhand von Glicksspielen und Zufallsexperimenten, die von den Lernenden selbst durchgefihrt
werden, werden die grundlegenden Inhalte der Stochastik aus der Sl wiederholt, vertieft und die
Fachbegriffe gefestigt. Dabei werden zur Modellierung von Wirklichkeit auch Simulationen — zu-
meist unter Verwendung eines MMS (Nutzung des Zufallsgenerators) — geplant und durchgefihrt
(Gesetz der grofRen Zahlen). Zur Beschreibung von Ereignissen werden die Mengenschreibwei-
sen eingefuhrt und angewendet.

Die aus der Sekundarstufe | bekannten Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext
von zwei- und mehrstufigen Zufallsexperimenten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten
beim Vertauschen von Merkmal und Bedingung sowie zur Uberpriifung von Teilvorgangen auf
stochastische Unabhangigkeit eingesetzt. Bei der Erfassung stochastischer Zusammenhange und
dem Umgang mit Mengenschreibweisen ist die Unterscheidung von Wahrscheinlichkeiten des

Typs P(ANB) von bedingten Wahrscheinlichkeiten P, (B) — auch sprachlich — von besonderer

Bedeutung. Die Erarbeitung erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden Kontexten wie Zufallsantworten
bei sensitiven Fragen und Diagnosetests fur Krankheiten (z.B. Corona-Test).

Anhand verschiedener Gllucksspiele wird der Begriff der (diskreten) ZufallsgrofZe und der zugeho-
rigen Wahrscheinlichkeitsverteilung (als Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den méglichen
Werten, die die ZufallsgroRe annimmt) zur Beschreibung von Zufallsexperimenten eingefuhrt.
Analog zur Betrachtung der Kenngrof3en bei empirischen Haufigkeitsverteilungen werden der Er-
wartungswert, die Varianz und die Standardabweichung einer diskreten Zufallsgréf3e definiert und
im Sachkontext angewendet. Auch hierbei wird ein MMS zur Visualisierung von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen (Histogramme) und zur Entlastung des hilfsmittelfreien Rechnens verwendet.

Hinweis:

- Bei der Auswahl der Kontexte fiir Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im ge-
samten Unterrichtsvorhaben die Mdglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen, Identita-
ten und Orientierungen sensibel beriicksichtigt werden. Das bedeutet insbesondere, dass
die Merkmale ,weiblich” und ,mannlich” nicht als komplementar betrachtet werden soll-




ten, da es neben den Geschlechtern ,weiblich” und ,méannlich” auch das Geschlecht ,,di-
vers” sowie die Moglichkeit gibt, den Geschlechtseintrag im Personenstandsregister of-
fenzulassen. Die Komplementarmenge von ,weiblich” sollte daher ,nicht weiblich” sein.

Unterrichtsvorhaben LK-16: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung
(LK-S2) (Zeitbedarf: ca. 12 Unterrichtsstunden)
Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

o Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, Pfadregeln

e Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, KenngrolRen, Histogramme, o-Regeln

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zuriicklegen) zur Beschreibung von Zufalls-
prozessen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung des Binomialkoeffizienten und berechnen diesen
in einfachen Fallen auch ohne Hilfsmittel,

(7) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelder-
tafeln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(12) begrinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte ZufallsgréRen be-
schrieben werden kénnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet
und Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentie-
ren sowie zum Erkunden,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhéangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fihren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Arg-(5) begrunden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie
sachlogische Argumente,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene L6-
sungswege,

Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunéchst verwendet, um grundlegende Z&hlprinzipien wie das Ziehen

mit/ohne Zuriicklegen mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Be-

rechnung von Wahrscheinlichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mdgliche

Ergebnisse (,Erfolg“ oder ,Misserfolg“) wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingefihrt.




Durch einen Vergleich mit dem Ziehen aus einer Urne ohne Zurlicklegen wird geklart, dass die
Anwendung des Modells Bernoullikette jeweils eine bestimmte Realsituation voraussetzt, d.h.
dass die Treffer von Stufe zu Stufe unabh&ngig voneinander mit konstanter Wahrscheinlichkeit
erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochas-
tischer Situationen liegen. Dabei werden zunéchst Bernoulliketten in realen Kontexten oder in
Spielsituationen betrachtet. Das Vorliegen einer Bernoullikette soll dabei explizit begriindet wer-
den und in einzelnen Fallen einer Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der
Binomialverteilung und des Binomialkoeffizienten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simula-
tion sowie die Betrachtung von Multiple-Choice-Tests an. Ausgehend von der kombinatorischen
Bedeutung wird der Binomialkoeffizient im Folgenden in einfachen Fallen auch ohne Hilfsmittel
berechnet. Zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histogramme genutzt.

Die anschliel3ende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf
Zeitungsartikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,Von
der Verteilung zur Realsituation®). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulier-
ten Binomialverteilung, werden in der Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zu-
gange sind jedoch in Einzelfallen unter anderem durch Betrachtung von Komplementérereignis-
sen moglich.

Vernetzung:
- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten ei-
ner Binomialverteilung wieder aufgegriffen.

Unterrichtsvorhaben LK-17: Parameter und Prognosen — Untersuchung charakteristischer Gro-
3en von Binomialverteilungen (LK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 15 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e  KenngrofRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

e Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, KenngréRen, Histogramme, o-Regeln

e Beurteilende Statistik: Prognoseintervall, Konfidenzintervall, Stichprobenumfang

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schuler

(11) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von
diskreten Zufallsgrof3en,

(13) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die
Binomialverteilung, ihre Kenngréf3en und die graphische Darstellung,

(14) nutzen die Binomialverteilung und ihre Kenngré3en zur Beschreibung von Zufallsexperi-
menten und zur Lésung von Problemstellungen,

(16) ermitteln mit Hilfe der c-Regeln Prognoseintervalle fur die absoluten und relativen Haufig-
keiten in einer Stichprobe und interpretieren diese im Sachkontext.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei
der Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentie-
ren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch nor-

malverteilten ZufallsgroRen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,




Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhéngigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenheit,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schéatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwarts-
arbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung ei-
nes Problems und fuhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) berprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Arg-(5) begrunden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Ar-
gumenten,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Eine Visualisierung der Binomialverteilung sowie des Einflusses von Stichprobenumfang n und
Trefferwahrscheinlichkeit p erfolgt durch die graphische Darstellung der Verteilung als Histo-
gramm unter Nutzung eines MMS. Anhand derartiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden der
Erwartungswert und die Standardabweichung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Mdglich-
keit zur Herleitung der Standardabweichung ist, mithilfe eines MMS bei festem n und p fiir jedes
k die quadratische Abweichung vom Erwartungswert mit der zugehdérigen Wahrscheinlichkeit zu
multiplizieren. Die Varianz als Summe dieser Werte wird zusammen mit dem Erwartungswert in
einer weiteren Tabelle notiert. Durch systematisches Variieren von n und p entdecken die Lernen-
den die funktionale Abhangigkeit der Varianz von diesen Parametern und die Formel
o?=n-p-(1-p)-

In verschiedenen Anwendungszusammenhangen werden sodann Problemstellungen mit binomi-
alverteilten Zufallsgrof3en untersucht, die jeweils eine Berechnung der Parameter k, p oder n ver-
langen. Mit dem Erwartungswert lasst sich auch der Begriff eines ,fairen” Spiels aufgreifen.

Das Konzept der o-Umgebungen wird durch die Untersuchung von Binomialverteilungen mit ver-
schiedenen n und p entwickelt. Die 0-Regeln werden benutzt, um Prognoseintervalle fur unter-
schiedliche Sicherheitswahrscheinlichkeiten zu ermitteln und im Sachzusammenhang zu interpre-
tieren.

Am Ende dieses Unterrichtsvorhabens bietet sich die Mdglichkeit, den Zusammenhang zwischen
Stichprobenumfang und der Lange des Prognoseintervalls zu untersuchen und durch eine Visua-

lisierung mithilfe eines MMS das \/ii - Gesetz der groRen Zahlen zu veranschaulichen.




Unterrichtsvorhaben LK-18: Vertrauen und Verlasslichkeit — Schatzen von Wahrscheinlichkei-
ten mithilfe von Konfidenzintervallen (LK-S4)

(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfelder: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Beurteilende Statistik: Prognoseintervall, Konfidenzintervall, Stichprobenumfang

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schétzung einer zu-
grundeliegenden unbekannten Wahrscheinlichkeit,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen Haufigkeit ein Konfidenzintervall fur den Parameter
p einer binomialverteilten ZufallsgréRe und interpretieren das Ergebnis im Sachkontext
(Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fiir ein Konfidenzintervall vorgegebener Lange erforderlichen Stichprobenum-
fang ab.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(6) fuhren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch nor-

malverteilten ZufallsgréRen,

- Berechnen der Grenzen von Konfidenzintervallen im Leistungskurs,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Ergédnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Ruck-
wartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werk-
zeuge zur Problemlésung aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick
auf Schlussigkeit und Effizienz,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(4) erlautern Zusammenhéange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begrunden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich inres Geltungsbereichs und ihrer Uber-
tragbarkeit,

Arg-(13) uberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kon-
nen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhéngen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,




Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14) vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in All-
tagsmedien unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15) fuhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Ausgehend von der Modellierung einer Sachsituation (z.B. Wahrscheinlichkeit von Retouren im
Onlinehandel; Gliicksrad auf einer schiefen Ebene; Eichgewicht bei Lebensmittelverpackungen)
mit einer Binomial-verteilung, deren Trefferwahrscheinlichkeit p unbekannt ist, stellt sich die Frage
nach der Schatzung der unbekannten Trefferwahrscheinlichkeit. Eine erste Anndherung erfolgt
durch die Punktschéatzung der relativen Haufigkeit in einer Stichprobe (Ruckschluss auf die Ge-
samtheit).

Um zu einer Intervallschéatzung zu kommen, werden zunéchst mithilfe eines MMS von der Treffer-
wahrscheinlichkeit p abhéngige 95%-Prognoseintervalle in einem Ellipsendiagramm dargestellt,

deren Randfunktionen durch h, mit h, (p) =p=x196- 1}@ beschrieben werden.

Mithilfe dieser Darstellung kann fiir eine relative Haufigkeit in einer Stichprobe ein Intervall von
Wahrscheinlichkeiten bestimmt werden, das mit dieser Stichprobe ,vertraglich® ist. Dieses Intervall
wird als Konfidenzintervall bezeichnet (Ruckschluss auf die Gesamtheit). Um Konfidenzintervalle
fur andere relative Haufigkeiten, Sicherheitswahrscheinlichkeiten (Konfidenzniveaus) und Stich-
probengréRen zu ermitteln, werden die Grenzen von Konfidenzintervallen auch rechnerisch mit-
hilfe eines MMS bestimmt.

Gegen Ende des Unterrichtsvorhabens wird auch die Mindestgré3e n einer Stichprobe zu einer
vorgegebenen Lange eines Konfidenzintervalls abgeschéatzt.

Materialhinweise:
- Material: ,,Schatzen von Parametern — Prognose- und Konfidenzintervalle” im Lehrplan-
navigator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gym-

nasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

- Weitere Kontexte: Politbarometer; Corona-Schnelltests, auf deren Beipackzetteln oft
Konfidenzintervalle angegeben sind

Unterrichtsvorhaben LK-19: Alles normal? — Untersuchung und Anwendung von stetigen Zu-
fallsgréRen (LK-S5)
(Zeitbedarf: ca. 10 Unterrichtsstunden)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Normalverteilung: Dichtefunktion (,,GauR’sche Glockenkurve®), Parameter p und o, Graph der Ver-
teilungsfunktion

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(19) unterscheiden diskrete und stetige ZufallsgréRen und deuten die Verteilungsfunktion als In-
tegral-
funktion,

(20) untersuchen stochastische Situationen, die zu annahernd normalverteilten ZufallsgréfZen
fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter y und o auf die Normalverteilung und die graphi-
sche Darstellung ihrer Dichtefunktion (,Gauld’sche Glockenkurve®).

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schuler
Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet
und Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,
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Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasen-
tieren sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

- Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch nor-
malverteilten ZufallsgroRen,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb
des mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese
als Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle
bzgl. der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitédt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hinter-
grund der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich inres Geltungsbereichs und ihrer Uber-
tragbarkeit,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Normalverteilungen sind in der Stochastik bedeutsam, weil sich die Summenverteilung von genu-
gend vielen unabhangigen Zufallsvariablen haufig durch eine Normalverteilung approximieren
lasst. Dazu bietet sich an, zunéachst mit einem MMS die Haufigkeiten der Augensummen von zwei,
drei, vier... Wurfeln zu simulieren, wobei in der graphischen Darstellung die Glockenform zuneh-
mend deutlicher wird. Ergebnisse von Schulleistungstests oder Intelligenztests werden erst ver-
gleichbar, wenn man sie hinsichtlich des Mittelwerts und der Standardabweichung normiert, was
ein Anlass daflr ist, mit den Parametern y und ¢ zu experimentieren. Auch Untersuchungen zu
Mess- und Schéatzfehlern bieten einen anschaulichen, ggf. handlungsorientierten Zugang, bei-
spielsweise bei der Untersuchung des Abstandes der Wurftreffer zum Mittelpunkt einer Dart-
scheibe oder der Lange zuféllig ausgewahlter Schrauben.

Hervorzuheben ist im Unterricht, dass es sich bei Normalverteilungen um Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen von stetigen ZufallsgroRen handelt, im Unterschied zu den bislang behandelten diskre-
ten ZufallsgroRen.

Da auf dem MMS (und auch auf dem WTR) Normalverteilungen einprogrammiert sind, spielt die
Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung (Satz von de Moivre-Laplace)
fur die Anwendungsbeispiele im Unterricht eine untergeordnete Rolle. Dennoch sollte bei genu-
gender Zeit deren Herleitung als Vertiefung der Integralrechnung im Leistungskurs thematisiert
werden, da der Ubergang von der diskreten zur stetigen Verteilung in Analogie zur Approximation
von Flachen durch Produktsummen nachvollzogen werden kann (vgl. LK-A3).

Die Visualisierung und Berechnung von Flachen bzw. Wahrscheinlichkeiten erfolgt mithilfe eines
MMS.




Der Einsatz des MMS wird zum Anlass genommen, festzustellen, dass es sich bei der Dichtefunk-
tion einer Normalverteilung (,Gauly‘'sche Glockenkurve®) um den Graphen einer Randfunktion
handelt, zu deren Stammfunktion (,GauR‘sche Integralfunktion®) kein Term angegeben werden

kann.
Vernetzung:
- Zur Vernetzung mit Aspekten der Analysis (Grenzwertbetrachtung, Integralrechnung)
bietet sich der Bezug zu uneigentlichen Integralen an.

Summe Leistungskurs Q2: 150 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgemaf in Unterrichtsvorhaben verplant: 103 Unterrichtsstunden




2.2. Grundsatze der fachdidaktischen und fachmethodischen Arbeit

Uberfachliche Grundsétze:

e Schilerinnen und Schiler werden in dem Prozess unterstitzt, selbststandige, eigenverantwort-
liche, selbstbewusste, sozial kompetente und engagierte Personlichkeiten zu werden.

e  Der Unterricht nimmt insbesondere in der Einfihrungsphase Ruiicksicht auf die unterschiedlichen
Voraussetzungen der Schilerinnen und Schiiler.

e  Geeignete Problemstellungen bestimmen die Struktur der Lernprozesse.

e Die Unterrichtsgestaltung ist grundsatzlich kompetenzorientiert angelegt.

e Der Unterricht vermittelt einen kompetenten Umgang mit Medien. Dies betrifft sowohl die private
Mediennutzung als auch die Verwendung verschiedener Medien zur Prasentation von Arbeits-
ergebnissen.

e Der Unterricht férdert das selbststandige Lernen und Finden individueller Lésungswege sowie
die Kooperationsfahigkeit der Schilerinnen und Schiller.

e Die Schilerinnen und Schuler werden in die Planung der Unterrichtsgestaltung einbezogen.

e Der Unterricht wird gemeinsam mit den Schilerinnen und Schilern evaluiert.

e Die Schulerinnen und Schiiler erfahren regelmafige, kriterienorientierte Rickmeldungen zu ih-
ren Leistungen.

¢ Inverschiedenen Unterrichtsvorhaben werden fachertbergreifende Aspekte bertcksichtigt.

Fachliche Grundsatze:

e Im Unterricht werden fehlerhafte Schilerbeitrage produktiv im Sinne einer Férderung
des Lernfortschritts der gesamten Lerngruppe aufgenommen.

e Der Unterricht ermutigt die Lernenden dazu, auch fachlich unvollstandige Gedanken
zu &uBern und zur Diskussion zu stellen.

e Die Bereitschaft zu problemlésenden Arbeiten wird durch Ermutigungen und Tipps ge-
fordert und unterstitzt.

e Die Einstiege in neue Themen erfolgen grundsatzlich mithilfe sinnstiftender Kon-
texte, die an das Vorwissen der Lernenden anknipfen und deren Bearbeitung
sie in die dahinterstehende Mathematik fuhrt.

e Es wird gentigend Zeit eingeplant, in der sich die Lernenden neues Wissen aktiv kon-
struieren und in der sie angemessene Grundvorstellungen zu neuen Begriffen entwi-
ckeln kénnen.

e Durch regelméaRiges wiederholendes Uben werden grundlegende Fertig-
keiten ,wachgehalten®.

e Im Unterricht werden an geeigneter Stelle differenzierende Aufgaben einge-
setzt.

e Die Lernenden werden zu regelmafiger, sorgfaltiger und vollstandiger Doku-
mentation der von ihnen bearbeiteten Aufgaben angehalten.

e Im Unterricht wird auf einen angemessenen Umgang mit fachsprachlichen Elemen-
ten geachtet.

e Digitale Medien werden regelmafig dort eingesetzt, wo sie dem Lernfort-
schritt dienen.



2.3 Grundsétze der Leistungsriuckmeldung und Beratung:

Eine Leistungsrickmeldung zum Leistungsbild der Schuler und Schulerinnen erfolgt im Un-
terricht zum Quartalsende in Form eines Kurzgespraches. Auf Nachfragen seitens der
Schiiler kébnnen diese auch wahrend des jeweiligen Quartals Uber Leistungsstédnde
informiert werden.

Zusatzlich kénnen die Schuler- und Elternsprechtage, die einmal pro Halbjahr statt-
finden, oder die Sprechstunden der Mathematikkollegen bzw. —kolleginnen fir Leistungs-
rickmeldungen und Beratungen wahrgenommen werden.

Auf der Grundlage von § 48 SchulG, § 13 APO-GOSt sowie Kapitel 3 des Kern-
lehrplans Mathematik hat die Fachkonferenz im Einklang mit dem entspre-
chenden schulbezogenen Konzept die nachfolgenden Grundsatze zur Leistungsbe-
wertung und Leistungsrickmeldung beschlossen. Die nachfolgenden Absprachen stellen
die Minimalanforderungen an das lerngruppentbergreifende gemeinsame Handeln der
Fachgruppenmitglieder dar. Bezogen auf die einzelne Lerngruppe kommen erganzend
weitere der in den Folgeabschnitten genannten Instrumente der Leistungsiberprifung zum
Einsatz.

Verbindliche Absprachen:

Sofern die Arbeit in den Grund- bzw. Leistungskursen parallel erfolgt, werden die Auf-
gaben fur Klausuren im Vorfeld abgesprochen und nach Mdglichkeit gemein-
sam gestellt.

Klausuren kdnnen nach entsprechender Wiederholung im Unterricht auch Auf-
gabenteile enthalten, die Kompetenzen aus weiter zurickliegenden Unter-
richtsvorhaben oder tGbergreifende prozesshezogene Kompetenzen erfordern.

Je Schuljahr enthalt mindestens eine Klausur in der E-Phase sowie in Grund- und
Leistungskursen der Q-Phase einen ,hilfsmittelfreien* Teil.

Alle Klausuren in der E-Phase und Q-Phase enthalten auch Aufgaben mit An-
forderungen im Sinne des Anforderungsbereiches Il (vgl. Kernlehrplan Kapitel 4).

Die Operatoren des Zentralabiturs werden fir die Aufgabenstellung der
Klausuraufgaben verwendet. Diese sind mit den Schulerinnen und Schilern zu be-
sprechen.

Die Korrektur und Bewertung der Klausuren erfolgt anhand eines kri-
terienorientierten Erwartungshorizontes in Form eines Bewertungsbogens, den die
Schulerinnen und Schiler als Ruckmeldung erhalten.

Schilerinnen und Schulern wird in allen Kursen Gelegenheit gegeben, ma-
thematische Sachverhalte zusammenhangend (z. B. eine Hausaufgabe, einen fachli-
chen Zusammenhang, einen Uberblick iiber Aspekte eines Inhaltsfeldes selbststandig

vorzutragen).

Sofern schriftliche Ubungen (20 Minuten als Kompetenziberpriifung beziiglich des un-
mittelbar zuruckliegenden Unterrichtsvorhabens) gestellt werden sollen, verstan-
digen sich dazu die Fachlehrkrafte paralleler Kurse und verfahren in diesen gleichartig.



Uberpriifung der schriftlichen Leistung

Um die Schuler und Schilerinnen geeignet auf das Zentralabitur vorzubereiten, wird die
Dauer der Klausuren entsprechend der APO-GOSt wéhrend der drei Jahren in der Oberstufe
langsam der Prifungszeit im Zentralabitur angeglichen. In der folgenden Tabelle ist jeder
Kursart und jedem Halbjahr die jeweilige Klausurdauer zugeordnet.

Kursart EF Q1.1 Q1.2 Q2.1 Q2.2
GK  90/90/90/100 90/100 135/135 135/180 255
LK 135/135 180/180 225/225 300

Zeitangaben in Minuten

Von der Einfihrungsphase bis zur Qualifikationsphase Q2.1 werden pro Halbjahr zwei
Klausuren geschrieben. In Q2.2 wird eine Klausur unter Abiturbedingungen von
denjenigen Schilerinnen und Schilern geschrieben, die Mathematik als LK-Fach bzw. als
3. Abiturfach gewéahlt haben. (Vgl. APO-GOSt B § 14 (1) und VV 14.1.,, B § 14 (2) und VV
14.2. - 14.12))

Uberprifung der sonstigen Leistung

In die Bewertung der sonstigen Mitarbeit flie3en folgende Aspekte ein, die den Schilerin-
nen und Schilern bekanntgegeben werden missen:

e Beteiligung am Unterrichtsgesprach (Quantitat und Kontinuitat)

e Qualitat der Beitrage (inhaltlich und methodisch)

e Eingehen auf Beitrdge und Argumentationen von Mitschiilerinnen und -schiilern, Unterstt-
zung von Mitlernenden

e Umgang mit neuen Problemen, Beteiligung bei der Suche nach neuen Lésungswegen

o Selbststandigkeit im Umgang mit der Arbeit

e Umgang mit Arbeitsauftragen (Hausaufgaben, Unterrichtsaufgaben)

e Anstrengungsbereitschaft und Konzentration auf die Arbeit

e Beteiligung wahrend kooperativer Arbeitsphasen

e Darstellungsleistung bei Referaten oder Plakaten und beim Vortrag von Losungswegen

e  Fihrung des Portfolios

e  Ergebnisse schriftlicher Ubungen

e Erstellen von Protokollen

o Anfertigen zusatzlicher Arbeiten, z. B. eigenstéandige Ausarbeitungen im Rahmen bin-
nendifferenzierender MalRnahmen, Erstellung von Computerprogrammen

Konkretisierte Kriterien:

Kriterien fur die Uberpriifung der schriftlichen Leistung

Die Bewertung der schriftlichen Leistungen in Klausuren erfolgt iber ein Raster mit Hilfs-
punkten, die im Erwartungshorizont den einzelnen Kriterien zugeordnet sind. Dabei sind in
der Qualifikationsphase alle Anforderungsbereiche zu beriicksichtigen, wobei der Anfor-
derungsbereich Il den Schwerpunkt bildet.



Die Zuordnung der Hilfspunktsumme zu den Notenstufen orientiert sich in der Einfihrungs-
phase an der zentralen Klausur und in der Qualifikationsphase am Zuordnungsschema des
Zentralabiturs. Die Note ausreichend soll bei Erreichen von ca. 50% der Hilfspunkte erteilt
werden. Von den genannten Zuordnungsschemata kann im Einzelfall begriindet abgewi-
chen werden, wenn sich z. B. besonders originelle Teillésungen nicht durch Hilfspunkte
gemal den Kriterien des Erwartungshorizontes abbilden lassen oder eine Abwertung we-
gen besonders schwacher Darstellung (APO-GOSt 8§13 (2)) angemessen erscheint.

Kriterien fur die Uberpriifung der sonstigen Leistungen

Im Fach Mathematik ist in besonderem MaRe darauf zu achten, dass die Schulerinnen und
Schiler zu konstruktiven Beitragen angeregt werden. Daher erfolgt die Bewertung der
sonstigen Mitarbeit nicht defizitorientiert oder ausschlief3lich auf fachlich richtige Beitrage
ausgerichtet. Vielmehr bezieht sie Fragehaltungen, begriindete Vermutungen, sichtbare
Bemuhungen um Verstandnis und Ansatzfragmente mit in die Bewertung ein.

Im Folgenden werden Kriterien fur die Bewertung der sonstigen Leistungen jeweils fur eine
gute bzw. eine ausreichende Leistung dargestellt. Dabei ist bei der Bildung der Quartals-
und Abschlussnote jeweils die Gesamtentwicklung der Schulerin bzw. des Schiilers zu be-
ricksichtigen, eine arithmetische Bildung aus punktuell erteilten Einzelnoten erfolgt nicht:



Leistungsaspekt

Anforderungen fir eine

gute Leistung

ausreichende Leistung

Die Schilerin, der Schiiler

Qualitat der

Unterrichtsbeitrége

nennt richtige Losungen und be-
grundet sie nachvollziehbar im Zu-
sammenhang der Aufgabenstel-
lung

geht selbststandig auf andere L6-
sungen ein, findet Argumente und
Begriindungen fir ihre/seine eige-
nen Beitrage

nennt teilweise richtige Losungen,
in der Regel jedoch ohne nachvoll-
ziehbare Begriindungen

geht selten auf andere Losungen
ein, nennt Argumente, kann sie
aber nicht begriinden

kann ihre/seine Ergebnisse auf un-
terschiedliche Art und mit unter-
schiedlichen Medien darstellen

kann ihre/seine Ergebnisse nur auf
eine Art darstellen

Kontinuitat/Quantitat

beteiligt sich regelméRig am Unter-
richtsgespréach

nimmt eher selten am Unterrichts-
gesprach teil

Selbststandigkeit

bringt sich von sich aus in den Un-
terricht ein

beteiligt sich gelegentlich eigen-
stéandig am Unterricht

ist selbststandig ausdauernd bei
der Sache und erledigt Aufgaben
grindlich und zuverlassig

bendtigt oft eine Aufforderung, um
mit der Arbeit zu beginnen; arbeitet
Rucksténde nur teilweise auf

strukturiert und erarbeitet neue
Lerninhalte weitgehend selbst-
standig, stellt selbststandig Nach-
fragen

erarbeitet neue Lerninhalte mit
umfangreicher Hilfestellung, fragt
diese aber nur selten nach

erarbeitet bereitgestellte Materia-
lien selbststéndig

erarbeitet bereitgestellte Materia-
len eher liickenhaft

Hausaufgaben erledigt sorgfaltig und vollstandig erledigt die Hausaufgaben weitge-
die Hausaufgaben hend vollstéandig, aber teilweise
oberflachlich
tragt Hausaufgaben mit nachvoll{ nennt die Ergebnisse, erlautert
ziehbaren Erlauterungen vor erst auf Nachfragen und oft unvoll-
standig
Kooperation bringt sich ergebnisorientiert in die| bringt sich nur wenig in die Grup-

Gruppen-/Partnerarbeit ein

pen-/Partnerarbeit ein

arbeitet kooperativ und respektiert
die Beitrége Anderer

unterstutzt die Gruppenarbeit nur
wenig, stort aber nicht

Gebrauch der

Fachsprache

wendet Fachbegriffe sachange-
messen an und kann ihre Bedeu-
tung erklaren

versteht Fachbegriffe nicht immer,
kann sie teilweise nicht sachange-
messen anwenden




Leistungsaspekt

Anforderungen fir eine

gute Leistung

Die Schilerin, der Schiiler

ausreichende Leistung

Werkzeuggebrauch

setzt Werkzeuge im Unterricht si-
cher bei der Bearbeitung von Auf-
gaben und zur Visualisierung von
Ergebnissen ein

bendtigt haufig Hilfe beim Einsatz
von Werkzeugen zur Bearbeitung
von Aufgaben

Prasentation/Referat

prasentiert vollstandig, strukturiert
und gut nachvollziehbar

prasentiert an mehreren Stellen
eher oberflachlich, die Prasenta-
tion weist Verstandnisliicken auf

Portfolio

fuhrt das Portfolio sorgféltig und
vollstandig

fuhrt das Portfolio weitgehend
sorgféltig, aber teilweise unvoll-
standig

Schriftiche Ubung

ca. 75% der erreichbaren

Punkte

ca. 50% der erreichbaren

Punkte




24. Lehr- und Lernmittel

Die Fachkonferenz hat beschlossen die folgenden Lehrwerke fur die Einfuhrungs- und Quali-
fikationsphase einzufihren:

Einfihrungsphase:

Fundamente der Mathematik 3099 FUR

Nordrhein-Westfalen - Einfihrungsphase

Schulbuch
Mit digitalen Hilfen und interaktiven Zwischentests

Cornelsen Verlag, ISBN 978-3-06-041937-1

Fundamente der Mathematik
nen athemat ) 37,99 EUR
Nordrhein-Westfalen - Qualifikationsphase - Grundkurs:

schuljahr12/13

Schulbuch
Mit digitalen Hilfen und interaktiven Zwischentests

Cornelsen Verlag, ISBN 578-3-06-041940-1

Fundamente der Mathematik A025 FUR

R Nordrhein-Westfalen - Qualifikationsphase - Leistungskurs:

dher Mathematik

schuljahr12/13

Schulbuch
Mit digitalen Hilfen und interaktiven Zwischentests

Cornelsen Verlag, ISBN 578-3-06-041942-5



3 Priifung und Weiterentwicklung des schulinternen Lehrplans

Durch parallele Klausuren in den Grundkursen, durch Diskussion der Aufgabenstel-
lung von Klausuren in Fachdienstbesprechungen und eine regelmaBige Erérterung der Er-
gebnisse von Leistungsuberprifungen wird ein hohes Mal3 an fachlicher Qualitatssiche-
rung erreicht.

Das schulinterne Curriculum ist zunachst bis 2027 fir den ersten Durchgang durch
die gymnasiale Oberstufe nach Erlass des aktuellen Kernlehrplanes verbindlich.
Jeweils vor Beginn eines neuen Schuljahres, werden in einer Sitzung der Fachkonferenz
fir die nachfolgenden Jahrgange zwingend erforderlich erscheinende Veranderun-
gen diskutiert und ggf. beschlossen, um erkannten unginstigen Entscheidungen
schnellstmdglich entgegenwirken zu kdnnen.

Nach Abschluss des Abiturs 2027 wird eine Arbeitsgruppe aus den zu diesem Zeit-
punkt in der gymnasialen Oberstufe unterrichtenden Lehrkraften auf der Grundlage ihrer
Unterrichtserfahrungen eine Gesamtsicht des schulinternen Curriculums fur die
Oberstufe vornehmen und eine Beschlussvorlage fur die erste Fachkonferenz des
folgenden Schuljahres erstellen.



